Bloque 2. Geometria

4. Iniciacion a las Conicas

1. La circunferencia

Se llama circunferencia al lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un

punto fijo llamado centro.

P(x.y)
diC,P)=r

Jx-al+y-bf =r

Elevando al cuadrado obtenemos
la ecuacion:

(x —af +(y-bf =r*

Si desarrollamos:
x2+y? -2Zax-2by +& +b*-r? =0
y realizamos estos cambios:
A=-2a B=-2b C=a +b*-r?
Obtenemos otra forma de escribir la ecuacion:
x2+y? +Ax+By+C =0

_A B
2" 2

C [
Donde el centro es:

2 2
SRR
y el radio cumple la relacién: ’ 7



Ecuacion reducida de la circunferencia

Si el centro de la circunferencia coincide con el origen de coordenadas la ecuacién queda
reducida a:

X5 +y
Ejemplo- Escribir la ecuacion de la circunferencia de centro (3, 4) y radio 2.
(x -3F+(y-47F -4

x2-6x+9+y? -8y +16=4

x2+y? -6x-8y+21=0

Ejemplo- Dada la circunferencia de ecuacion x> + y* - 2x + 4y - 4 = 0, hallar el centro y el
radio.

-2 =-2a a=1
C(1,-2)

4= -2b b=-2

C=a*+h*-r* -4=1+4-¢* F=23

Ejemplo - Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(2,0), B(2,3),
(1, 3).

i 1 -
Si sustituimos x e y en la ecuacién ¥ *¥ 7 Ax +By +C =0

puntos se obtiene el sistema:

por las coordenadas de los

4+0+2A+0+C =0
4+9+2A+3B+C =0
1+9+A+3B+C =0

=-3 B=-3 C=2

x2+y? -3x -3y +2=0



2. Laelipse

La elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a dos
puntos fijos llamados focos es constante.

B(0,b)

A@,0)

|B'(0.b)

PF +DF' = 2a

Los elementos de la elipse son:

Focos: Son los puntos fijos Fy F'.

e Eje focal: Es la recta que pasa por los focos.

e Eje secundario: Es la mediatriz del segmento FF'.

e Centro: Es el punto de interseccidon de los ejes.

e Radios vectores: Son los segmentos que van desde un punto de la elipse a los focos:
PFy PF'.

e Distancia focal: Es el segmento FF' de longitud 2c, c es el valor de la semidistancia

focal.

e Vértices: Son los puntos de interseccién de la elipse con los ejes: A, A", By B'.
o Eje mayor: Es el segmento AA de longitud 2a, a es el valor del semieje mayor.

e Eje menor: Es el segmento BB’ ge longitud 2b, b es el valor del semieje menor.
e Ejes de simetria: Son las rectas que contienen al eje mayor o al eje menor.
e Centro de simetria: Coincide con el centro de la elipse, que es el punto de

interseccion de los ejes de simetria.



Relacion entre la distancia focal y los semiejes

2 _ 32,2
Se cumple que: & =b%+c

Exentricidad de la elipse

La excentricidad de la elips es igual al cociente entre su semidistancia focal y su semieje
mayor.




Ecuacion reducida de la elipse

Se toma como centro de la elipse el centro de coordenadas y los ejes de la elipse como ejes
de coordenadas. Las coordenadas de los focos son:

F'(-¢,0) y F(c,0)

Cualquier punto de la elipse cumple:
PF +PF' =2a

Esta expresion da lugar a:

Jx —cP+y? + f(x+cP +y? =2a

Realizando las operaciones llegamos a:

Ejemplo - Hallar los elementos caracteristicos y la ecuacion reducida de la elipse de focos:
F'(-3,0) y F(3, 0), y su eje mayor mide 10.

Semieje mayor: 22 = 10 a=>5
4; T
Semidistancia focal: £ =2C =6 c=3
Semieje menor: b? =25-9 b=4
2 2
ALY

Ecuacién reducida: 22 1O

e:

Ll

Excentricidad:



Ecuacion de la elipse

Si el centro de la elipse C(xo,yo) Y €l eje principal es paralelo a OX, los focos tienen de
coordenadas F(xo+c, Yo) Y F'(Xo—C, Yo). Y la ecuacién de la elipse sera:

_B_(KD , Ynj"' by

j :1{!vc9 -¢. Y F(xl:l-:- c.Yp)
Ay a s‘:’g} . i Cixg¥g) ) /h{x0+ a.yy
r \\ ' —/ .
) —
B.{xﬂ 3 Y.j' bl:'

(X -%f ¥ -¥F

& b? -1

Al quitar denominadores y desarrollar se obtiene, en general, una ecuacion de la forma:
Ax*+By? +Cx +Dy +E =0

Donde Ay B tienen el mismo signo.

Ejemplo - Hallar la ecuacion de la elipse de foco F(7, 2), que tiene vértice A(9, 2) y de
centro C(4, 2).

a=9-4=>5 c=7-4-=3
b=-25-9=4

(x_4)2 +I:y_2)2 -1
25 16




Ejemplo - Dada la elipse de ecuacion

(x-6f  r+a4r

36 16 , hallar su centro, semiejes, vértices y focos.
a =36 a==6
b =16 b=4

c=-+36-16 =20 c =25

Ci6, -4

A(12,-4) A0, -4)
F(6+2+5,-4) F'(6 -245,-4)
B(6, 0) B'(6,-8)

3. La hipérbola

Es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a dos
puntos fijos Ilamados focos es constante.

PF - PF’ - 2a

E




Elementos de la hipérbola

e Focos: Son los puntos fijos Fy F'.

e Eje focal: Es la recta que pasa por los focos.

e Eje secundario o imaginario: Es la mediatriz del segmento "?.

e Centro: Es el punto de interseccidn de los ejes.

e Vértices: Los puntos A y A’ son los puntos de interseccidn de la hipérbola con el eje
focal. Los puntos B y B' se obtienen como interseccién del eje imaginario con la
circunferencia que tiene por centro uno de los vértices y de radio c.

e Radios vectores: Son los segmentos que van desde un punto de la hipérbola a los

focos: PFy PF'.
e Distancia focal: Es el segmento FF'de longitud 2c.
e Eje mayor: Es el segmento AA de longitud 2a.

e Eje menor: Es el segmento BB’ de longitud 2b.
e Ejes de simetria: Son las rectas que contienen al eje real o al eje imaginario.
b b

F = - _x f F = _x
e Asintotas: Son las rectas de ecuaciones: 2 2

. 7 3 3 2 = 2
e Relacién entre los semiejes: € a +b

Excentricidad de la hipérbola

La excentricidad mide la abertura mayor o menor de las ramas de la hipérbola.

N, _5 .-"
“~\ e_§ ) \ E=&




> <c5 e=1
b}

Ecuacion reducida de la hipérbola

\ ,,ff Se llama ecuacién reducida a la ecuacion de la hipérbola
“\ %F' cuyos ejes coinciden con los ejes coordenadas, y, por tanto,
\ _’_,..---*" A el centro de hipérbola con el origen de coordenadas.
\ 7 [
;’*} | }'I L Si el eje real estd en el eje de abscisas las coordenadas de los

| | focos son:

! \ F'(~c,0) y F(¢,0)

Cualquier punto de la hipérbola cumple:
PF -PF -2a

Esta expresion da lugar a:

Jx —cP +y? - fix+cP +y? =2a

2 _ .2 2
Realizando las operaciones y considerando que bf=c'~-a , llegamos a:




Ejemplo - Hallar la ecuacion de la hipérbola de foco F(4, 0), de vértice A(2, 0) y de centro

c(o, 0).

€(0,0),

F4,0),

c =4 b=fl6-4=-2.3

A(2,0)

Ejemplo - Hallar la ecuacion y la excentricidad de la hipérbola que tiene como focos los

puntos F'(-5, 0) y F(5, 0), y 6 como diferencia de los radios vectores.

Z2a==6
c=25
XZ yz
9 16

1

a=23
b=«f§5—9

Ejemplo - Hallar las coordenadas de los vértices y de los focos, las ecuaciones de las

asintotas y la excentricidad de la hipérbola 9x° - 16y” = 144.

Ox* 16y 144

144 144 144

2 2

* ¥ .
16 9
A(4,0)
F =(50)
-3y

4

)
e=_

4

A'=(-4,0)
F'=(-50)
y=--x

10



Ecuacion de la hipérbola

Si el centro de la hipérbola es C(xo, Yo) Y €l eje principal es paralelo a OX, los focos tienen de
coordenadas F(xo+c, Yo) Y F'(Xo— €, Yo). Y la ecuacion de la hipérbola sera:

(X %P -y
& h?

Al quitar denominadores y desarrollar las ecuaciones se obtiene, en general, una ecuacién
de la forma:

Ax?+By? +Cx +Dy +E =0

Donde Ay B tienen signos opuestos.

Ejemplo - Hallar la ecuacion de la hipérbola de foco F(7, 2), de vértice A (5,2) y de centro
C(3, 2).

C3.2), FF2), A(5,2)

a=5h-3=2 c=7-3=44
b=-J16-4 =23

(x-3) _(v-2" _,
4 12

11



4. Laparabola

La pardbola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo
llamado foco y de una recta fija llamada directriz.

1
=P
l:|.!l{--2

P(x.y)

diF,P)=dP,d)

Elementos de la parabola

e Foco: Es el punto fijo F.

e Directriz: Es larecta fija d.

e Parametro: Es la distancia del foco a la directriz, se designa por la letra p.

e Eje: Es la recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco.

e Vértice: Es el punto de interseccién de la pardbola con su eje.

e Radio vector: Es un segmento que une un punto cualquiera de la parabola con el

foco.

12



Ecuacion reducida de la parabola

El eje de la pardbola coincide con el de abscisas y el vértice con el origen de coordenadas...

X= E-
_-2 1

P(x.y)

Ejemplo - Dada la pardbola

z _ _
4 8x , calcular su vértice, su foco y la recta directriz.

-2p=-8

NS
[
N

2

v (0,0) F(-2,0) X

13



Ecuacion reducida de la parabola

El eje de la pardbola coincide con el de ordenadas y el vértice con el origen de coordenadas

Plx.y)

Ejemplo - Dada la parabola

x? = 8y - L
, calcular su vértice, su foco y la recta directriz.

14



Ecuacion de la pardbola

Pardbola con eje paralelo a OY, y vértice distinto al origen

P(x.y)
F(a,b +%)
C Iv@b)' |
: d:y= -g
Via b) Flab+ g:'

Dada la parabola

(x -3F =8y - 2), calcular su vértice, su foco y la recta directriz.

oF(3.4)

V(3.2)

Iyﬁﬂ .

0

N |



5. Interseccion de una cdénica y una recta

Para hallar los puntos comunes a una cdnica y una recta resolveremos el sistema
formado por las ecuaciones de ambas.

En general se obtiene un ecuacion de segundo grado, que tendrd dependiendo del signo

. . . - T . . .
del discriminante, & = & - 4ac |35 siguientes soluciones:

Sia>0 Dos soluciones: la recta y la conica son
secantes.

<

SiA=0 Una solucidn: la recta y la conica son
tangentes.

O

Sia<0 Ninguna solucion: la recta y la cénica son
exteriores.

C

16




Ejemplo- Calcula la posicion relativa de la circunferencia
x2+y? -2x-3=0
y la recta

3x+y—5=D.

2 z -
{x PYT 2% =8-0 o g

3x+y-5=0
x2 +(5-3x) -2x-3=0

5x* -16x+11=0

11

=

.- 16%256-220 166/ """ 5
10 10

Noox, =1

11 8
P[?"E] o(1,2)

Luegos son secantes

17



Ejercicios

10.

b)

c)
d)

Determina las coordenadas del centro y del radio de las circunferencias:

g X tyf-dx-6y-12-0
b) x?+y? +3x+y+10=0
) Ix? +4p? -4x + 12y -6 =0

Calcula la ecuacidn de la circunferencia que tiene su centro en (2,-3) y es tangente
al eje de abscisas.

Calcula la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro en (-1, 4) y es tangente
al eje de ordenadas.

Calcula la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro en el punto de
interseccion de larectasx+3y+3=0,x+y+1=0,ysuradio esigual a 5.

Hallar la ecuacién de la circunferencia concéntrica con la ecuacion

2 2 _ -
Xty 6x +2y -6 D,yquepasaporelpunto(—3,4).

Hallar la ecuacidn de la circunferencia circunscrita al tridngulo de vértices:A(0, 0),
B(3, 1), C(5, 7).

Los extremos del didmetro de una circunferencia son los puntos A(-5,3) y B(3,1).
¢Cual es la ecuacidén de esta circunferencia?

Hallar la ecuacidn de la circunferencia concéntrica a la circunferencia

2 - _ -
X ry ~dx by -17 uneseatangenteaIarecta3x—4y+7=0.

Estudiar la posicidn relativa de la circunferencia x> + y2 -4x + 2y - 20 = 0 con las
rectas:

a) x+7y-20=0
b) 3x+4y-27=0
c) x+y-10=0

Representa graficamente y determina las coordenadas de los focos, de los vértices y
la excentricidad de las siguientes elipses.

2 2

LAy A
16 12
x? +4y? =16
2 2
LYo

a 25
3x? +2y? =6

1

18



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Representa graficamente y determina las coordenadas de los focos, de los vértices y
la excentricidad de las siguientes elipses.

a) X2 +2y? -2x +8y +5=0
b) 25x%x% +9y? - 18y -216 =0
) x2 +3y? -6x+6y =0

d) 3x2+y?-24x+39=0

Halla la ecuacién de la elipse conociendo:

a) C10,0), F(2,0), A(3,0)
b) (0,0}, F(0,4) A(0,5)
0 C(1,-1), F(1,2) Al 4)
d) C(-3,2), F(-1,2) A(2,2)

Escribe la ecuacidn reducida de la elipse que pasa por el punto (2, 1) y cuyo eje
menor mide 4.

La distancia focal de una elipse es 4. Un punto de la elipse dista de sus focos 2 y 6,
respectivamente. Calcular la ecuacién reducida de dicha elipse.

Escribe la ecuacidon reducida de la elipse que pasa por los puntos:

2] (7]

Hallar las coordenadas del punto medio de la cuerda que intercepta la recta: x + 2y -
1 =0 en la elipse de ecuacidn: x> + 2y2 =3.

Determina la ecuacién reducida de un elipse cuya distancia focal es E'\"{f"_ y el drea
del rectangulo construidos sobre los ejes 80 u®.
Hallar la ecuacidn de lugar geométrico de los puntos P(x. y) cuya suma de distancias
a los puntos fijos (4, 2) y (-2, 2) sea igual a 8.
Determina la ecuacion reducida de una elipse sabiendo que uno de los vértices
dista 8 de un foco y 18 del otro.
Halla la ecuacion reducida de una elipse sabiendo que pasa por el punto (0, 4) y su
excentricidad es 3/5.
Representa graficamente y determina las coordenadas de los focos, de los vértices y
la excentricidad de las siguientes hipérbolas.
XZ
a) 144

y: Xy
b) 2 144 25

2 2 _

c) 3 2x° -3y° =30

d) 4 9* - 16x* = 1296

VZ
8_

1
«2

19



22.

23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Representa graficamente y determina las coordenadas del centro, de los focos, de
los vértices y la excentricidad de las siguientes hipérbolas:

a) 1 4x2 -3y? -8x -8=0
b) y? -2x* -4x -4y =0

Hallar la ecuacidn de una hipérbola de eje focal 8 y distancia focal 10.

El eje focal de una hipérbola mide 12, y la curva pasa por el punto P(8, 14). Hallar su
ecuacion.

Calcular la ecuacion reducida de la hipérbola cuya distancia focal es 34 y la distancia
de un foco al vértice mas préximo es 2.

Determina la ecuacién reducida de una hipérbola que pasa por los puntos

(4,+8) v (2+3,2)

Determina la ecuacién reducida de una hipérbola que pasa por el punto (2, “E}y su

excentricidad es “'E

Determina la ecuacién reducida de una hipérbola sabiendo que un foco dista de los
vértices de la hipérbola 50 y 2.

Determina la posicidn relativa de la recta x + y — 1 = 0 con respecto a la hipérbola de
ecuacion x> - 2y*= 1.

Una hipérbola equilatera pasa por el punto (4, 1/2). Halla su ecuacién referida a sus
asintotas como ejes, y las coordenadas de los vértices y los focos.

Determinar, en forma reducida, las ecuaciones de las siguientes parabolas,
indicando el valor del pardmetro, las coordenadas del foco y la ecuacion de la
directriz.

a) 6y? -12x =0
b) 2y? = -Tx
c) 3 15x? = -42y

Determina las ecuaciones de las parabolas que tienen:

a) De directriz x = -3, de foco (3, 0).
b) De directriz y = 4, de vértice (0, 0).
C) De directriz y = -5, de foco (0, 5).
d) De directriz x = 2, de foco (-2, 0).
e) De foco (2, 0), de vértice (0, 0).

f) De foco (3, 2), de vértice (5, 2).

g) De foco (-2, 5), de vértice (-2, 2).
h) De foco (3, 4), de vértice (1, 4).

20



33.

34.

35.

36.

Calcular las coordenadas del vértice y de los focos, y las ecuaciones de la directrices
de las parabolas:

a) y2 -6y -8x+17=0
b) 2 X2 -2x-6y-5=0
c) 3 v =x-6x+11

Hallar la ecuacion de la pardbola de eje vertical y que pasa por los puntos: A(6, 1),
B(-2, 3), C(16, 6).

Determina la ecuacién de la pardbola que tiene por directriz la recta: y= 0 y por foco
el punto (2, 4).

Calcular la posicidn relativa de la rectar = x +y - 5 = 0 respecto a la parabola y* = 16
X.
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