Bloque 2. Geometria

1. Trigonometria

1. Medida de angulos

Un angulo es la regidn del plano comprendida entre dos semirrectas con origen comun.
A las semirrectas se las llama lados y al origen comun vértice.
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El angulo es positivo si se desplaza en sentido contrario al movimiento de las agujas del
reloj y negativo en caso contrario.

Para medir dngulos se utilizan las siguientes unidades:

Grado sexagesimal (°): Si se divide la circunferencia en 360 partes iguales, el angulo
central correspondiente a cada una de sus partes es un dangulo de un grado (1°)
sexagesimal. Un grado tiene 60 minutos (') y un minuto tiene 60 segundos (").

Radian (rad): Es la medida de un angulo cuyo arco mide un radio.
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2. Razones trigonométricas

Para entender las razones trigonométricas, partimos de la circunferencia goniométrica:
es una circunferencia de longitud de radio 1, sobre unos ejes XY. Sobre ella, podemos trazar

angulos que formaran al proyectarlos sobre los ejes un tridngulo rectangulo.

sen

Cos O

El seno del dngulo serd la proyeccién del angulo sobre el eje Y, el coseno del angulo sera la
proyeccion sobre el eje X, y la tangente sera el cociente resultante de dividir seno por
coseno. En el ejemplo, podemos ver que el punto P (donde se cortan la semirrecta del
angulo y la circunferencia), tiene como coordenadas X=0,5 (que es el valor del coseno) e

Y=0,87 (que es el valor del seno).

Como el radio es 1, eso implica .que tanto el seno como el coseno siempre van a tener un
valor entre -1 y +1 (incluidos). Es decir, tanto el seno como el coseno de cualquier dangulo

estardn en el intervalo [-1,1]
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3. Razones trigonométricas de angulos agudos en un triangulo

rectangulo

Seno del angulo B: es la razén entre el cateto opuesto al angulo y la hipotenusa.

Se denota por sen B.

cateto opuesto _ E
hipotenusa a

sen B=

Coseno del angulo B: es |a razén entre el cateto contiguo al angulo y la hipotenusa.

Se denota por cos B. c

_ cateto contiguo _ cC
cos B= _ = =
hipotenusa a

Tangente del dngulo B: es la razén entre el cateto opuesto al angulo y el cateto contiguo
al angulo.

Se denota por tg B.

tg B= = =

cos B cateto contiguo

sen B cateto opuesto E
C

Cosecante del angulo B: es la razén inversa del seno de B.

Se denota por cosec B.

cosec B= 1 _  hipotenusa  _ a

sen B cateto opuesto b




Secante del dngulo B: es |la razdn inversa del coseno de B.

Se denota por sec B.

_ 1 _ hipotenusa _a
sec B= = : = —
cos B cateto contiguo C

Cotangente del dngulo B: es la razén inversa de la tangente de B.

Se denota por cotg B.

1 _ cosB _ cateto contiguo _ cC
cotg B= = = =
g B sen B cateto opuesto b

4. Formula Fundamental: Identidades notables trigonométricas

La férmula fundamental de la trigonometriaes: cos’a+sen*a=1

Esta propiedad se verifica por el teorema de Pitdgoras que dice que la suma de los
catetos al cuadrado es igual a la hipotenusa al cuadrado. Si observamos en la circunferencia
goniométrica en la siguiente figura, vemos que el tridngulo que forman OB, x e y es
rectangulo. La hipotenusa es OB, cuya longitud es 1, ya que corresponde al radio de la
circunferencia goniométrica, el cateto x corresponde al coseno del angulo, mientras que el
cateto y corresponde al seno del angulo. Por tanto, la suma de los catetos al cuadrado (es
decir, el coseno al cuadrado mds el seno al cuadrado), corresponde a la hipotenusa al
cuadrado (y como la hipotenusa es 1, su cuadrado también es 1).

sen

Cos O

h?=c,%+c,®> > 0B%=x* + y2 > 12 = cos’a + sen’a > 1 = cos’a + sen’a



De aqui se derivan otras dos propiedades importantes:

e Si dividimos ambos miembros de la férmula anterior por el cuadrado del coseno,

obtenemos:

sena  cos’a 1

+ =
cos’a  cos’a cosla

- tg’a +1 = sec’a

e Sjdividimos ambos miembros de la férmula fundamental por el cuadrado del seno,

obtenemos:

sena  cos*a 1

—+ — = >—— 1+ cotg’a = cosec’a
sen’a  sen’a  sen’a

Ejercicios de ejemplo:

Sabiendo que sen a = 3/5, y que 902 <a <180°. Calcular las restantes razones
trigonomeétricas del angulo a.

cosec a =

COS a=- 1—§2=—i sec a=-
o o

3 cotg a--2
4 3

Sabiendo que tg a = 2, y que 1802 < a <270°. Calcular las restantes razones
trigonomeétricas del angulo a.

1 J5
COoS @#¢=—— =—"— seC a=—1+4 =5
NG 5 V5

Nota: el coseno serd negativo al estar el dngulo en el tercer cuadrante.

sen azz.[_‘g]:_?ﬁ J5

tg =2 cotg a:%



5. Razones trigonométricas de angulos notables

Seno, coseno y tangente de 302 y 602

Si dibujamos un triangulo equildtero ABC, cada uno de sus tres angulos mide 602 vy, si
trazamos una altura del mismo, h, el dngulo del vértice A por el que la hemos trazado
gueda dividido en dos iguales de 302 cada uno. Recurriendo al Teorema de Pitagoras,
tenemos que la altura es:

Z e F—[' ]2 3P g'

/301 2 4
¥ /| | ! ] 43 3
sen 30° = Il -5 sen 60° = EI— =5
/N 60°

2 cos 30°=g=ﬁ C05500=£:=1
I 2 I 2

1 3

t9300=%—5§=§ tgﬁﬂo=%=ﬁ
2 2

Seno, coseno y tangente de 45¢

d= 2412 = 2B = 12

sen 45%=

ol




En resumen

a: 0° 30° 45° 60° ape° 180° 270°
sen 0 l £ E 1 0 -1
2 s 2
3 N2 1
1 - - - 0 -1 0
Ccos 5 5 5
tg 0 g 1 \E —c0 0 — —o

6. Relacion entre las razones de diferentes angulos

Entre angulos complementarios: Son aquéllos cuya
suma es 902 6 ‘T /2 radianes. 7

sen (90°- a) = cos a |
cos (90°- a) =sen a \

tg (90° - a) = cotg a \

Entre angulos suplementarios: Son aquéllos cuya suma es / _' TS
. P'
180° 6 T radianes. 1\/ \f’
J_.f| m™a ‘\
sen (180°- a) = sen a [ ¢
}'.‘ ' O‘ Q Iul
cos (180°- a) = -cos a \
)
\ /
e

tg (180°-a) =-tga /

Entre dngulos que se diferencian en 180: Son aquéllos
cuya resta es 180° 6 T radianes.

sen (180°+ a) = -sen a

cos (180° + a) = -cos a

tg (180° + a) =tg a



Entre angulos opuestos: Son aquéllos cuya suma es 3602 6 \
2 7 radianes. . P

am-a

sen (-a) = -sen a g s

cos (-a) = cos a

tg(-a)=tga

7. Resolucion de triangulos rectangulos

Resolver un tridngulo es hallar sus lados, dngulos y drea. Es necesario conocer dos
lados del triangulo, o bien un lado y un dngulo distinto del recto.

Caso 1. Se conocen la hipotenusa y un cateto

C
B:SEHB=E E5~=r:1r'|t:5|enE
a a
C=90°-B @
b
C
COS E!'-=E cC=a:cos B
c: B A

c =-/a —b? ¢

Ejemplo: Resolver el triangulo conociendo a=415my b =280 m.
sen B =280/415=0.6747 B=arcsen 0.6747 =42° 25’
C=90°-42° 25'=47° 35’

c=acosB c=415-0.7381=306.31m



Caso 2. Se conocen los dos catetos

E!‘-:th!‘-:E B:ar‘cth
C C
i =90°-B
senB==2 a-= b B
a sen B
a=-b*+c

Ejemplo: Resolver el triangulo conociendo b=33myc=21m.
tgB=33/21=1.5714 B=57°32'
C=90°-57°32"'=32°28

a=b/senB a=33/0.8347=39.12m

Caso 3. Se conocen la hipotenusa y un angulo agudo

C= 90°-B

b: senE-:% bh=asenB

cos B = c=acos B

o

c=+/a’ -b? =

Ejemplo: Resolver el triangulo conociendo a=45my B = 22°,
C=90°-22°=68°
b=asen22° b=45-0.3746=16.85m

c=acos22° ¢=45-0.9272=41.72 m



4. Se conocen un cateto y un angulo agudo

C- 90°-B C
a: senbB== a= b .
a sen B
b
C
cotgB=_- c=b.cotgB
C: b

c=-a -b? B C A

Ejemplo: Resolver el triangulo conociendo b=5.2 my B =372
C=90°-37°=53¢
a=b/senB a=5.2/0.6018 =8.64 m

c=b-cotgB ¢c=5.2-13270=6.9m

8. Teorema de los senos

El teorema de los senos dice que
cada lado de un tridngulo es directamente
proporcional al seno del angulo opuesto.

a b ¢ ;
sen (A)  sen (B  gen () [

Ejemplo — Si se conoce que a =15 y A=45
grados y B=35 grados, entonces b se calcula
como:

a b
senA  senB

15 _ b
sen45  sen35

_ 15 -sen 35

=12,17
sen 45
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9. Teorema del coseno

El teorema del coseno dice que en un tridngulo el cuadrado de cada lado es igual a
la suma de los cuadrados de los otros dos menos el doble producto del producto de

ambos por el coseno del angulo que forman.

-~
a4

a? = b+ 2 — 2bccos A
B = a2 + 2 — 2accos B

2 =a? +b —2abcos [

Ejemplo - Si se conoce que a =15 y A=45 grados
y B=35 grados, entonces b se calculé con valor
12,17 por el teorema de los senos, segun el
teorema del coseno podemos calcular ¢, .
sabiendo que C = 180 — 35 -45 = 100: —

c?= 152+ 12,172 - 2-15-12,17 - cos 100 = 225 + 148,11 + 63,4 = 436,51

Por lo que c=+/436,51 = 20,89
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Ejercicios

1. Expresa en grados sexagesimales los siguientes angulos:
13 rad

22m/5 rad.

33m1/10 rad.

2. Expresa en radianes los siguientes angulos:

1316°

210°

3127¢°

3 Sabiendo que cos a = % , y que 2702 <a <360°. Calcular las restantes razones
trigonomeétricas del angulo a.

4 Sabiendo que tg a = 2, y que 1802 < a <270°. Calcular las restantes razones
trigonométricas del angulo a.

5 Sabiendo que seca =2, 0< a< 7T 12, calcular las restantes razones trigonométricas.

6 Calcula las razones de los siguientes angulos:

225°, 330°, 2655°, -840°

7. De un triangulo rectangulo ABC, se conocen a =5 my B =41.7°. Resolver el tridngulo
8. De un triangulo rectangulo ABC, se conocen b =3 m y B = 54.6°. Resolver el triangulo.
9. De un triangulo rectangulo ABC, se conocen a = 6 m y b =4 m. Resolver el tridngulo.
10. De un tridangulo rectangulo ABC, se conocen b =3 m y c = 5 m. Resolver el tridngulo.

11. Un arbol de 50 m de alto proyecta una sombra de 60 m de larga. Encontrar el angulo
de elevacidn del sol en ese momento.

12. Un dirigible que esta volando a 800 m de altura, distingue un pueblo con un angulo
de depresion de 12°. ¢A qué distancia del pueblo se halla?

13. Hallar el radio de una circunferencia sabiendo que una cuerda de 24.6 m tiene como
arco correspondiente uno de 70°
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14. Calcula la altura de un arbol, sabiendo que desde un punto del terreno se observa su
copa bajo un angulo de 30° y si nos acercamos 10 m, bajo un dangulo de 60°.

15. Sabiendo que cosec a = 3, calcular las restantes razones trigonométricas.

Ejercicios de trigonometria las pruebas de acceso

16. Una escalera de tijera esta abierta de manera que sus dos patas forman un angulo de
4092, Las patas de la escalera estan separadas por 1,2 m. calcula la altura a la que llega la
escaleray la longitud de cada pata. [Solucion: 1,75 y 1,64]

17. En el patio de una casa hay dos arboles. Uno de ellos esta a una distancia de 6 metros
de la puerta de la casa. Si nos situamos en él, observamos que el angulo que forman las
lineas que unen éste arbol con la puerta de la casa y éste arbol con el otro es de 252. Si
vamos al segundo arbol, observamos que el angulo que forman las lineas que unen éste
arbol con la puerta de la casa y con el otro arbol es de 302. Calcula la distancia desde la
puerta de la casa al segundo de los arboles y la distancia que separa a los dos arboles.
[Solucion: 2,8 y 4,85]

18. Dos poblaciones (A y B) distan entre si 14 km. Queremos calcular la longitud minima
de zanja necesaria para llevar agua desde un punto (C) hasta el camino que une a ambas
ciudades. Contamos con los siguientes datos: el angulo formado AB y AC mide 332 y el
angulo formado por CB y BA mide 289.

a)éCual es la longitud? (Aproximar a las milésimas).
b)éQué distancia separa cada ciudad del punto de conexion? (Aproximar a las milésimas).

[Soluciones: 4’1, 7°69 y 6°31]

19. Desde el lugar donde me encuentro la visual del edificio forma un angulo de 422. Si
me acerco 20 m, el angulo es de 552. {Cuanto mide el edificio?

[Solucion: 48,49]
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20. Desde los extremos A y B de un barranco, que estan a la misma altura, se observa un
punto C del fondo del barranco con angulos de 402 y 252 respecto a la direccién AB, como
ilustra el siguiente dibujo. Si la profundidad del barranco es de 10 m, halla la longitud de
un puente que une los puntos Ay B.

[Solucion: 33,36]

21. Un rombo tiene 30 m cuadrados de superficie y su angulo menor es de 24 grados.
Calcule la longitud de su lado. [Solucidn: 859]

22. Para medir la altura de una torre, nos situamos en un cierto punto y medimos el
angulo con el que se ve la parte mas alta, obteniendo un valor de 60 grados y 20’. Nos
alejamos en linea recta 50 m y volvemos a medir el angulo, obteniendo ahora 322y 11’.
Halla la altura de la torre. [Solucion: 49°02]
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