Bloque 1. Aritmética y Algebra

10. Polinomios

1. Expresiones algebraicas

Una expresion algebraica es aquella en la que se utilizan letras, nimeros y signos de
operaciones para reflejar de forma generalizada la relacion que existe entre varias magnitudes

y poder realizar un célculo de esa relacién en funcion de los valores que tomen las diferentes

magnitudes.
X )
Perimetro: 2X + 2y ; y y
Area: x .y
X

Ambas son expresiones algebraicas (recuérdese que el signo de la multiplicacion acostumbra

a no ponerse).
Otras expresiones algebraicas podrian ser:
Suma de cuadrados: a? + b?
Triple de un nimero menos doble de otro: 3x - 2y

Suma de varias potencias de un nimero: a* + a> + a? + a



2. Valor numérico de una expresion algebraica

Si en una expresion algebraica se sustituyen las letras por nimero y se realiza la operacion
indicada se obtiene un numero que es el "valor numérico” de la expresion algebraica

para los valores de las letras dados.

En el ejemplo anterior, si el largo del terreno fueran 50 m (x = 50) y el ancho 30 m (y = 30), el
valor numérico seria:

Perimetro=2-50+2-30=100+60=160 m

Area =50 - 30 = 1500 m®

3. Monomios

Si se observan las siguientes expresiones algebraicas se vera que en ellas aparecen distintas

operaciones:

Ejemplo.- 1) 3ax ; 2) -2xy? ; 3) 8ab>x

En estas expresiones no aparecen sumas entre términos, siendo por ello denominadas
monomios. Podemos por tanto decir que:

Un monomio es una expresion algebraica en la que las Unicas operaciones que aparecen

entre las letras son el producto y la potencia de exponente natural.

Se llama coeficiente de un monomio al nimero que aparece multiplicando a las letras.
Normalmente se coloca al principio. Si es un 1 no se escribe y nunca es 0 ya que la
expresion completa seria 0. En los tres ejemplos de monomios anteriores los coeficientes son 3

; -2,y 8 respectivamente.

Se llama literal de un monomio a las letras, con sus correspondientes exponentes y se
denomina grado de un monomio a la suma de los exponentes de las letras. De este modo los
tres monomios anteriores seran: el 1) de grado 2, el 2) de grado 3, el 3) de grado 5 (como es

sabido cuando el exponente es 1 no se escribe).



En la mayor parte de los casos los monomios que se utilizardn serdn mas simples ya que solo
estardn formados por una letra, normalmente la x, el exponente correspondiente que sera el

grado del monomio y un coeficiente.

Por ejemplo: -2x° 13X ; -5x° ; x° son cuatro monomios de grados 2, 1, 3y 5 respectivamente.
€jemplio

Ademas, los coeficientes de un monomio pueden no ser enteros

Ejemplos:
Monomio Coeficiente Literal Grado
3axy? 3 axy? 4
-57° 5 573 3
-4x -4 X 1
x3y® 1 x3y® 6

4. Monomios semejantes

Son monomios semejantes entre si aquellos que tienen la misma parte literal con los mismos

exponentes, por lo que solo se pueden diferenciar en el coeficiente y tendran el mismo grado.

Ejemplo.- Son monomios semejantes: 2ax*y?; -3ax*y?; ax*y?; 5ax’y?

Mientras que por ejemplo no son semejantes a los anteriores: axy>; 3ax*y?; 2bx*




5. Sumay resta de monomios

Observar las siguientes operaciones:

1) 5ax*y® - 2ax?y® = 3ax?y?

2) 4ax’y® + x%y

En el primer caso la resta de monomios se puede realizar mientras que en el segundo caso la
suma no; esto se debe a que en el primer caso se trata de monomios semejantes y en el

segundo no. Por tanto:

Para sumar o restar dos monomios tienen que ser semejantes. La suma o resta es otro
monomio semejante a ellos que tiene por coeficiente la suma o diferencia, segun el caso,

de los coeficientes.

Cuando los monomios no son semejantes la suma queda indicada y el resultado es un

polinomio como veremos mas adelante.

Ejemplo.- Observa las siguientes operaciones con monomios:

a) 2ax* - 3ax* + 5ax* = 7ax* - 3ax* =4 ax*

b)2x3-x+x3+3x3 +2X = 6X° + X

Como puedes observar, se suman o restan los coeficientes de los monomios que

son semejantes. Si no lo son no pueden sumarse, se deja la operacién indicada.



6. Producto de monomios

Para multiplicar monomios, se multiplican los coeficientes de cada uno entre si y las potencias

gue tengan la mima base de cada uno, dejando las de distinta base como estén.

Ejemplo.- Calcular el producto de los siguientes monomios: 4ax*y® - x%y - 3ab?y®.

Se procede de la siguiente forma:

O

o

Se multiplican los coeficientes: 4, 1y 3 respectivamente. Resultado: 12

Se multiplican todas las potencias de base a (sumando los exponentes).
Resultado: a®

Se multiplican todas las potencias de base b. Resultado: b?

Se multiplican todas las potencias de base x. Resultado: x®

Se multiplican todas las potencias de base y. Resultado: y7

Resultado final: 4ax*y® - x%y - 3ab%y® = 12a%b?x®y’

7. Divisiobn de monomios

Para dividir monomios, se dividen los coeficientes de cada uno entre si (se puede dejar

indicado en forma de fraccion) y las potencias que tengan la mima base de cada uno, dejando

las de distinta base como estén.

Ejemplo.- Calcular la divisién de los siguientes monomios: 4ax"’y3 12 x2y

Se procede de la siguiente forma:

Se dividen los coeficientes: 4 entre 2. Resultado: 2
Se dividen todas las potencias de base a (restando los exponentes).

Resultado: a
Se dividen todas las potencias de base x. Resultado: X2
Se dividen todas las potencias de base y. Resultado: y2

Resultado final: 4ax?y® : 2x?y = 2ax?y?



8. Polinomios

Un polinomio es una expresion algebraica que se obtiene al expresar cualquier suma de

monomios no semejantes.

Si recordamos la suma/resta de monomios, cuando estos no eran semejantes, no se podian

sumar/restar. En este caso lo que se obtiene es por tanto un polinomio.

Ejemplo.- Son polinomios las expresiones siguientes:

a) 4ax’y® + x%y + 3ab?y?

b) 4x* -2x3 +3x? - 2x + 5
En el primer caso el polinomio consta de la suma de tres monomios, cada uno de ellos es un
término del polinomio, luego tiene tres términos., cada uno con varias letras, mientras que en

el segundo caso el polinomio tiene 5 términos. Si un término sélo consta de un nimero se le

llama término independiente (5 en el caso b y no existe en el caso a)

Cuando un polinomio consta de dos monomios se denomina binomio:

x%y + 3ab?y? ; 2x + 3 son dos binomios

Cuando consta de tres monomios se denomina trinomio:

el caso a) anterior o -2x3 + 3x2 + 5 son dos trinomios.

Con mas de tres términos (monomios) ya se denomina en general polinomio.

Respecto al grado de un polinomio, se dice que tiene por grado el mayor de los grados de los

monomios que lo forman.

Asi en el caso a) los grados de los monomios (suma de los exponentes de las letras) son 8, 3

y 6, luego el grado del polinomio es 8. En el caso b) el grado es 4.



Los numeros que acompafian como factores a las letras (coeficientes de los monomios),
se llaman también coeficientes del polinomio: 4 , -2 , 3, -2, y 5 respectivamente en el caso
b).

Lo mas habitual que nos vamos a encontrar son polinomios del tipo del caso b), por tanto con

una sola letra, que habitualmente sera la Xx. En este caso a la letra se le suele llamar variable.

9. Polinomio Completo y Polinomio ordenado

Un polinomio se llama polinomio completo cuando contiene todos los exponentes de la
variable, desde el mayor hasta 0, y se dice que es un polinomio ordenado cuando sus términos

aparecen escritos de forma ordenada.

Ejemplos:
ax* -2x3 + 3x? - 2x + 5 es un polinomio completo y ordenado

4x* -2x +5no es un polinomio completo

10. Sumay resta de polinomios

La suma de polinomios se basa en la de monomios ya vista en este tema. Se podran sumar los

términos (monomios) que sean semejantes de los polinomios objeto de la suma.

Ejemplo.- Para calcular la suma de los polinomios:

(4x4-2x3+3x2-2x+5)+(5x3-x2+2x)

Basta sumar los términos de grados 3, 2 y 1 de ambos polinomios y dejar el resto de los

términos del primero como esta.



Podemos indicar la suma de la siguiente forma para verla mejor:

4x4-2x3 +3x2% -2x+5

+  -5x3 -x% +2x

4x%+ 3x3 +2x%+ 5

Si en lugar de sumar dos polinomios se tratara de restarlos, bastaria cambiar el sigho a

todos los términos del segundo y sumar los resultados.

Ejemplo.- Para calcular la diferencia o resta de los dos polinomios anteriores:

(4x* - 2x3+3x% - 2x +5) - (5x3-x2 + 2x)

Se calcula la suma:

(4x4-2x3+3x2-2x+5)+(-5x3+x2-2x)=4x4-7x3+4x2-4x+5

Observa que hemos cambiado el signo atodos los términos del polinomio sustraendo.

11. Producto de polinomios

Para multiplicar dos polinomios se deben multiplicar todos los monomios de unos por
todos los del otro y sumar los resultados. ("Atencion especial al producto de potencias de
la misma base").

En el caso en que ambos polinomios consten de varios términos, se puede indicar la
multiplicacién de forma semejante a como se hace con numero de varias cifras, cuidando de

situar debajo de cada monomio los que sean semejantes.



Ejemplo.-

2x3—3:(2 +1
2xr — 3

- 6x* +9x° -3

axt —6x° + 2x

4xt —12x° +9x° +2x -3

En la practica no suele indicarse la multiplicacion como en esta imagen, sino que suelen

colocarse todos los términos seguidos y sumar después los que sean semejantes. Asi:

Ejemplo.- (-2x3 + 3x? - 2x + 5)(x + 1)=(-2x* +3x3 -2x% + 5x - 2x> + 3x? - 2x + 5) =

3

2+ 3+ X2 +3x+ 5

15. Igualdades notables

Se denominan asi a algunas operaciones con polinomios de especial interés ya que

apareceran frecuentemente en los calculos. Las mas usuales son:

a) Cuadrado de un binomio: suma (a + b)? o diferencia (a - b)?

Naturalmente realizar un cuadrado es multiplicar el binomio por si mismo, luego:

2 _ _ A2 2_ .2 2
(@a+b)*=(@a+b)-(a+b)=a“"+ab+ba+b“=a“+2ab +b
"El cuadrado de una suma es igual al cuadrado del primero mas dos veces el

primero por el segqundo mas el cuadrado del segundo "

De modo similar: (a + b)2 =a?-2ab + b? (igual que antes pero cambiando el signo central).



"En cualquier caso se debe tener en cuenta que el primer término "a" también puede ser
negativo y por tanto cambiar el signo central". "En general se puede considerar siempre

como una sumay para cada término asignarle el signo que le preceda (ver ejemplo)”
Ejemplo.-

a) (2x + 3y)2 = (2x)2 + 2 - 2x - 3y + (3y)? = 4x? +12xy + 9y?

b) (- Xx+3)?=(x)?+2-(x)-3+3%=x>-6x+9

b) Suma por diferencia

Se refiere al producto de la suma de dos monomios por la diferencia de ellos mismos:

(@+b)-(a-b)=a’-ab+ba+b?=a’-b?

Siempre recordamos que " suma por diferencia es igual a la diferencia de los cuadrados”.

¢Por qué son utiles los productos notables? Si tenemos que hacer el cuadrado de un binomio de
nameros podemos actuar de dos formas:
. (3+5)°=82=64

. (3+5)%=(3+5).(3+5)=3.3+35+53+55=9+30+25=64

Como vemos en el ejemplo, es mas facil sumar y luego elevar al cuadrado que
utilizar el desarrollo del producto notable, pero ¢ Qué ocurre si en vez de tener un
binomio formado por dos nimeros, uno de ellos es una letra? Entonces no podemos

sumar y elevar, quedando Unicamente la segunda opcion:

. (X +5)2=(x+5).(x+5)=x*+2.5x+55=x>+10.x + 25

10



16. Division de polinomios

La division de polinomios, en general se realiza de forma semejante a la de nimeros de varias
cifras, aunque las operaciones que realizamos rapidamente con los nameros, con los
polinomios las vamos indicando. Veamos el proceso para dividir dos polinomios con un
. 2’ +3x-2) :(x-3)

ejemplo: ( * x

* Buscamos un monomio que al multiplicar por x de como resultado 2x3:

2%’ +3x-2 |x-3
2y

* Multiplicamos x-3 por el monomio 2x2, y restamos el resultado:

22 + 3x—2 |x-3
—2x* + 6x° 2x?

O6x*+3x-2

* Buscamos un monomio que al multiplicar por x de como resultado 6x2, y

multiplicamos x-3 por ese monomio, restando de nuevo el resultado:

2x3 + 3x=-2 x=3
—233 + 62
2+ 0x PeZ + G
6x*+3x-2
—6x* 18x
21x-=2

e Por dltimo, buscamos un monomio que al multiplicar por x de como

resultado 21x, y repetimos el proceso:

22 +3x-2 | x-3
~2x+6x° 2+ 6x+21
o +3x—2
—6x*+18x
2lx=2
—21x+63
6l
* Elresultado es: cociente = 2+ 6x+21 y resto = 61

11



17. Regla de Ruffini

Paolo Ruffini (1765, 1822) fue un matemético italiano, que establecién un método mas breve

para hacer la divisién de polinomios, cuando el divisor es un binomio de la forma x — a.

Para explicar los pasos a aplicar en la regla de Ruffini vamos a tomar de ejemplo la division:

(x*-3x*+2):(x-3)

Paso 1: Si el polinomio no es completo, lo completamos afiadiendo los términos que faltan con
ceros.

Paso 2: Colocamos los coeficientes del dividendo en una linea.
Paso 3: Abajo a la izquierda colocamos el opuesto del término independendiente del divisor.
Paso 4: Trazamos una raya y bajamos el primer coeficiente.

1 0 -3 0 2

Paso 5: Multiplicamos ese coeficiente por el divisor y lo colocamos debajo del siguiente término.

1 8] -3 ] 2
3

3

‘ 1

Paso 6: Sumamos los dos coeficientes.

1 0 -3 0 Z
3 E:
1 3

1 0 -3 0 2
3 e
1 6

12



3 3 9 18
‘ i 3 6 18

i1 0 -3 0 2

3 3 9 18 54

IEE 6 18 |56

Paso 8: El Gltimo niumero obtenido, 56 , es el resto.

Paso 9: El cociente es un polinomio de grado inferior en una unidad al dividendo y cuyos

coeficientes son los que hemos obtenido.

x3 + 3x% + 6x +18

Ejemplo -
Dividir por laregla de Ruffini:

(x°=32):(x-2)

1 0 0 0 0 -32
2 2 4 8 16 32
16 |0

C(x)=x"+2x°+4x° + 8x + 16

R=0

13



18. Teorema del resto

El resto de la division de un polinomio P(x), entre un polinomio de la forma (x — a) es el

valor numérico de dicho polinomio para el valor: x = a.

Ejemplo: Calcular por el teorema del resto el resto de la division:

P(X) : Q(x)

Siendo P(x)= x* - 3x* + 2 Qx)=x-3

i 0 -3 0 2
3 3 9 18 54
13 6 18 |56

Comprobamos segun el teorema del resto que

P(3)=3*-3-32+2=81-27+2=56

19. Descomposicion factorial de un polinomio

Para descomponer un polinomio extrayendo factores, podemos utilizar distintos métodos que

vamos a ver a continuacion:

Método 1: Sacar factor comun

Consiste en aplicar la propiedad distributiva.

a-b+a-c+a-d=a((b+c+d)

De esta forma sacamos fuera del polinomio, multiplicando, todo aquello que esté repetido en

todos sus términos.

Ejemplos:
X2+ x2=x?(x +1)

2x* + 4x? = 2x% (X2 + 2)

14



Método 2: Aplicar las iqualdades notables

e Aplicacion de la diferencia de cuadrados (suma por diferencia)

a’-b’=(a+b)-(a-b)

Ejemplos:

X°-4=(x+2)-(x-2)

X'=16=(x*+4) - (X*=4)=(x+2) - (x=2) - (x* +4)

e Aplicacion de un binomio cuadrado perfecto (binomio al cuadrado)

a’+2ab+b?=(axb)?

Ejemplos:

9+ 86X+ X = (3+X)2
LTl

F ooz X

X2 -d4x+4=(x-2Y
A

X o w2 2°

Método 3: Trinomio de sequndo grado

Para descomponer en factores el trinomio de segundo grado P(x) = ax’ + bx + ¢ , se iguala
a cero y se resuelve la ecuacién de 2° grado. Si las soluciones a la ecuacion son x; y X, €l

polinomio descompuesto sera:

ax’+bx+c=a-(x-xi)-(X—xp)

15



Ejemplo:

xZ—EBx +6
x%-Bx+6=0
PERERE
L _5tF-46 522524 _5:1_
2 2
4
N X, == =2
22
X*-5x+6=(x-2](x-3]
Ejemplo:
xZ-w-f

x*-x-6=0

% =573
Lo1xdITrdE 1#JT52d _1+5
2 2 2 .
N ¥, = — =2
2

X -X-6=(x+2)(x-3]

Para descomponer en factores los trinomios de cuarto grado de exponentes pares y hallar

sus raices hay que hacer un cambio de variable.

Ejemplo: x*=10x"+9

Hacemos un cambio de variable x* = t, de forma que el trinomio x* — 10x* + 9 = 0 se transforma
ent?-10t+9=0

18

t,=—=9
I=lDiJlD2—4-9=1Di-\leD—36=1[]i«f64=1[318=/ E
2 2 2 2 .

Nt =2 =1
2 2

16



x2=0 X = #J0 = +3

x% =1 o=+l = +1

x*=10x2+9=(x+1)- (x=1)- (x+3) - (x - 3)

Otro ejemplo:

x*=2x-3
X =t
t-2t-3=0
6
sl
22422443 2:J4+12 2:16 _2:4
2 2 2 2 .
N ===
22

xt=-1 x =441 R
x4—2x2+3=(x2+1)-(x+\'@)-(x—\'@)

Método 4. Busqueda de divisores y Regla de Ruffini

Cuando no es posible extraer factor comun ni usar las identidades notables, es necesario
encontrar divisores del polonomio. Para ello, utilizamos el teorema del resto y la regla de Ruffini

para encontrar las raices enteras.

Descomposicién de un polinomio de grado superior a dos y calculo de sus raices
PX)=2x*+x*-8x*-x+6

1) Tomamos los divisores positivos y negativos del término independiente: £1, +2, £3.

2) Aplicando el teorema del resto sabremos para que valores la divisibn es exacta.

Probamos con los divisores hasta que en uno nos de el valor 0 como resultado.

P1)=2-1*+1°-8-1"-1+6=2+1-8-1+6=0

17



3) Dividimos por Ruffini.
2 1 -8 -1 6
1 2 3 -5 -6
2 3 5 -6 0

4) Por ser ladivision exacta,D=d - c .

2+ -8 -x+6 =(x-1)- (2x*+3x¥*-5x-6)

5) Continuamos el proceso anterior, pero ahora con el polinomio resultante de grado
menor. Seguimos probando con los divisores anteriores.

Volvemos a probar por 1, después por -1, etc hasta que encontremos un divisor.
P1)=2-1°+3-1°-5-1-6#0
P(-1)=2-(-1%+3-(-1?-5-(-1)-6=-2+3+5-6=0
Luego ahora hay que dividir por -1

2 3 -5 -6
-1 -2 -1 6
2 1 6 o

2xP+ X3 -8x* = x+6 = (x-1) - (x+1) - (2x* +x —6)

El tercer factor lo podemos encontrar aplicando la ecuacién de 2° grado o tal como venimos

haciéndolo, aunque tiene el inconveniente de que sb6lo podemos encontrar raices enteras.
P(1)=2-12+1-6#0
P(-1)=2-(-1)2+(-1)-6#0
P2)=2-2°+2-6#0

P(-2)=2- (-22+(-2)-6=2-4-2-6=0

18



2 1 -6
_2 4 6
2 -3 0

(x=1) - (x+1)  (x+2)- (2x-3)
Sacamos factor comun 2 en ultimo binomio y encontramos una raiz racional.
2x-3=2(x-3/2)
La factorizacion del polinomio queda:
P(x)=2x*+x3=8x* - x+6=2(x-1) - (x +1) - (x +2) - (x - 3/2)

Lasraicesson:x=1,x=-1,x=-2yx=3/2

20. M.C.D y m.c.m. de polinomios

Los conceptos son similares a los de los niameros naturales. Se entiende como el maximo
comun divisor de polinomios como el polinomio de mayor grado que es divisor a todos ellos, y el
minimo comun multiplo de varios polinomios como el polinomio de menor grado que es multiplo

de todos ellos.
Para calcularlos se sigue el siguiente proceso:

1. Se descomponen los polinomios en factores
Para calcular el M.C.D. se multiplican los factores comunes con menor exponente
Para calcular el m.c.m. se multiplican los factores no comunes y los comunes

elevados al mayor exponente.
Ejemplo:
P(x) = x* +x%-x -1 = (x+1)*(x-1)
Q(X)= x3+3x%x-2 =(x+1)(x-1)(x+3)
M.C.D. [P(X),Q(X)]= (x+1)(x-1) =x*-1

m.c.m. [P(X), Q(X)]= (x+1)3(x-1)(x+3) = x*+4x3+2x>-4x-3

19



21. Fracciones algebraicas

Una fraccién algebraica es el cociente de dos polinomios, del tipo P(x)/Q(x) donde Q(x) es
distinto de 0.

r—3 1 2 =252 4+r—1
2 ' r 42’ 3r2 42

Dos fracciones algebraicas son equivalentes si al multiplicar sus términos en cruz se obtiene el

mismo resultado.

X+ 2 g 1
P R

En el ejemplo, (x*-4)(1) = (x+2)(x-2).

22. Simplificacion de fracciones algebraicas

Simplificar consiste en encontrar una fraccién equivalente donde los polinomios de numerador y
denominador tengan menor grado. Esto se hace por ejemplo quitando un factor comdn en

denominador o denominador.

Si se eliminan todos los factores comunes en numerador y denominador, tendremos la fraccién

algebraica equivalente irreducible.

x2+4x+4_ (X+2)2 (X+2]l

x* -4 (x+2)(x-2) (x-2)

20



23. Reduccidén de fracciones algebraicas a comun denominador

Se descomponen los denominadores en factores para hallarles el minimo comdn multiplo,

gue sera el comun denominador.

» v 1
w2 =1 X2+ 3w+ 2

X2—1=(x+1) - (x—1)
X2+ 3X + 2 = (x+1) - (X + 2)
mem.(C—1,x3+3x+2)=(x+1) - (x = 1) - (x +2)

Dividimos el comun denominador entre los denominadores de las fracciones dadas y el

resultado lo multiplicamos por el numerador correspondiente.

(s +1) (x -1 (x+2)
(¢ +1)(x-1)

= (x +2)

W (x + 20 _ X2+ 2w
(x +10 (=10 (x +2) 57+ 25— -2

(x+1) (x-1)(x+2)
e+1) (x+2)

(x-1)

(2 = 1] _ (x -1
(3 +10 (=10 (x+2) x¥+2x"—x -2
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24. Sumal/resta de fracciones algebraicas

Habra que distinguir dos casos:

a) Con el mismo denominador se suman/restan los numeradores

P (x) R (x) P(x)+R(x)

()" Q(x)" T Q)

X*-x 1 o X+3
x“-Bx+6 x“-Sx+6 x°-Sx+6

o xPox+l-(x+3)
x%-5x +6

=X2—X+1—X—3=

x? -8x +6
B -2x -2
x?-5x+6

b) Con distinto denominador, en primer lugar se ponen las fracciones algebraicas a
comun denominador, posteriormente se suman/restan los numeradores.

P (x) R(x) P(x) S{(x)+R(x)-Q(x)
Q(x) S(x) " Q(x)-S(x)

1o, 2x 1
w+l x%f-1 x-1

xP-1={(x+1}(x-1)
m.em. {x +1, x* =1, x -1} = {x + 1} {x - 1)

_X—1+2><'—|[}<+1)_

(x +1) (% -1)

x=1+2x-x-1 _

(% +1) (% -1)

-2 2 (x-1) 2

T (x-1) kel x-1) 0 (x+1)
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25. Multiplicacion de fracciones algebraicas

El producto de fracciones algebraicas sera una nueva fraccién algebraica que tendra por

numerador el producto de los numeradores y por denominador el producto de

denominadores. Se recomienda simplificar el resultado al final.

P(x) R{x)_P(x) R(x)
Q(x) S(x) Q(x)-S(x)

XP-2x X+ dx+ 4 - P -2x) [ dx e d)

x?-Bx+6  x?-4 (}*-5x+6) (x* - 4]

_ x(x=2) (x+2)
(% =2) (% =3) (x-2) (x+2)

x(x+2)
x-2)-(x-3)

26. Division de fracciones algebraicas

los

El cociente de fracciones algebraicas sera una nueva fraccion algebraica que tendra por

numerador el producto del numerador de la primera fraccién (dividendo) por el denominador de

la segunda fraccion (divisor), y por denominador el producto del denominador del dividendo por

el numerador del divisor. Se recomienda simplificar el resultado al final.

P(x) R(x)_P(x)-S(x)
Q(x) S(x) Q(x)-R(x)

xP42x X +dx+d
xF-GBx+H x°-4

(%% +2x) (x* - 4) _
(%% =5x + 6] (x7 + dx + 4)

X(x+2) (x+2) (x-2)
(-2} (% =3) (x+2)°
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Ejercicios

1. Calculalos valores numéricos de las siguientes expresiones algebraicas.

Valor Expresidén algebraica Valor numérico
v=2
6&'3.1'
V=3
2
x=9 —x+5
3
x=3 .
SX“y+ 2xy
y=2
a=4 -
1 2a°b”

2. Completa el siguiente cuadro.

Monomio

Coeficiente Parte literal

Grado Monomio
Equivalente
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3. Calculalas siguientes sumas de monomios.

a. 2x+5x—4x=

-

b. 2x% +7x% = 3x%=
l ] 2 ]

C. —xV+3x"y——xy+5x°y=
2 5

d. 3m+5n—-8m—n=

e. 7Txb—-3b+4x-2xb+x=
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4. Calcula el producto de los siguientes monomios:

a. (2x)-x° | )=
b. (- 7b)3b* J25? )=
C. al—4ab)-3b)=

d. (-2ab)12a%p)=

5. Calcular las siguientes divisiones de polinomios:

6a>x’ y : 2a°x =

6a°x’y : 3a’x =

6. Completala siguiente tabla.

Polinomio

Grado

Término

independiente

Valor numérico

para x=2

3v7 —5x+1
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7. Calcula:

a) ((X+5x%-x+1)+(Bx>-x-3)
b) (-x>+5x°-x+1)-(5x*-x-3)
c) (6x%-x+4)+(5x3-x-1)

d) (6x%-x+4)-(5Bx-x-1)

e) (x+2y)’=

) (2¢-y)’=

g) (2a+3b)(2a-3b)=

h) (-3a+b?) (-3a-b?) =

) 3 -2X2-4x-4:x—2

) ax*+3x°-5x>—2x:x+3

8. Dados los polinomios:

P(x) = 4x* -1 Q(x) = x* = 3x% + 6x — 2 R(x) = 6x2 + x + 1
S(X)=1/2x*+4  T(x)=3/2x*+5 UX)=x%+2
Calcular:

a) P(x)+Q(x) =

b) P(x) - U (x)=

c) PX) +R(x) =

d) 2P(x) - R (x) =

) S(x) + T(x) + U(x)
f) S(x) - T(x) + U(x)

9. Dados los polinomios:
P(x) = x*-2x*-6x -1 Q(x)=x>-6x>+4 R(X) = 2x* = 2x = 2
Calcular:

a) P(x) +Q(x) - R(x) =
b) P(x)+2 Q(x) - R(x) =
c) Q(x) + R(x) - P(x)=

10.Calcula;

a) X*-2x2+2)  (*-2x+3)=

b) (3x*-5x)- (2x> +4x° - x +2) =

c) (2x*-5x+6)- (3x*-5x°-6x°+4x-3)=
d) (x*-2x3 - 11x*+ 30x — 20) : (x* + 3x - 2)
e) (x%+5x*+3x%-2x): (xX* - x + 3)
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11.Divide por Ruffini:

a) (C+2x+70): (x +4)
b) (xX°-32):(x-2)
c) (x*-3x*+2):(x-3)

12.Halla el resto de las siguientes divisiones:

a) (X°-2x*-3):(x-1)
b) (2x* - 2x3 + 3x* + 5x + 10) : (X + 2)
c) (xX*-3x°+2): (x-3)

13.Indica cuéles de estas divisiones son exactas:

a) (X*-5x-1):(x-3)

b) (xX*=1):(x+1)

c) (X*-2x3+x%+x-1):(x-1)
d) (x**-1024): (x +2)

14.Comprueba que los siguientes polinomios tienen como factores los
gue seindican:

a) (x* - 5x —1) tiene por factor (x — 3)

b) (x® - 1) tiene por factor (x + 1)

c) (x*-2x3+x?+x-1)tiene por factor (x - 1)
d) (x*° - 1024) tiene por factor (x + 2)

15.Hallar ay b para que el polinomio x° - ax + b sea divisible por x* - 4.

16.Determina los coeficientes de ay b para que el polinomio x3 + ax? +
bx + 5 sea divisible por x* + x + 1.

17.Encontrar el valor de k para que al dividir 2x* = kx + 2 por (x — 2) dé
de resto 4.

18. Determinar el valor de m para que 3x* + mx + 4 admita x = 1 como
una de sus raices.

19. Hallar un polinomio de cuarto grado que sea divisible por x* -4 y se
anule parax =3y x=5.
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20.Calcular el valor de a para que el polinomio x* — ax + 8 tenga como
raiz x = -2, y calcular las otras raices.

21.Factorizar y calcular las raices de los polinomios

a) x>+ x?
b) 2x* + 4x?
c) x*-4
d) x*-16
e) 9+6x+ X
) x*-x -6
g) x*-10x*+9
h) x*-2x*-3
) 2xX*+x>-8x*-x+6
i 23 -7x*+8x-3
k) X}*-x*-4
) x*+3x*-4x-12
m) 6x° + 7x% - 9x + 2
n) 9x*-4x%=
0) x°+ 20x3 + 100x =
p) 3x°—18x° + 27x =
q) 2x° - 50x =
N 2x°>-32x=
s) 2x°+x-28 =

2 . 6 14 .

Y Y
fy 5 5 15
u xy—-2x-3y+6=
V) 25x% - 1=
w) 36x°-49 =
X) X -2x+1=
y) x> -6x+9=
z) x> -20x+ 100 =
aa)x” + 10x +25 =
bb)x? + 14x + 49 =
cc)x® — 4x% + 4x =
dd)3x’ - 27x =
ee)x’ - 11x + 30 =
ff) 3x%+ 10x + 3 =
gg)2x° - x—1=
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22.Simplificar las fracciones algebraicas:

x% - 3w
X%+ 3w

e = 3w

a3 -x
w2 5% + 6 _
xP-Tx 412

X:=2x -3 _

Wi —x =2
w2 —19x - 30

sed = Fe? — 10w

23.Calcula:

a)

b)

N

g

1, 2x _ 1

X+l xF-1 x-1
x+z2 1

x¥P-1 x-1

x2-2x  xP+dx+ 4

x*-Sx+6  x'-4

9-6x +x% xP-5x+6 _
9 - x* 3x% - Ox
x+2  x?-4_

xP+dx+d %7+ 8

KT+ 3T - Ay - 12 dx - 2xF

X2+ 2% -3
x x
x o+ - ] =
[ x—l] [ x—l]
»
| -

o))

Dt ot e
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24. Expresa en forma algebraica cada frase:

a) Mdaltiplo de 3.

b) Numero par

c) El cuadrado de un numero mas 5.
d) El triple de un nUmero menos 7.

e) Tres numeros consecutivos.

f) Tres numeros pares consecutivos.

A continuacion indica de cada expresién algebraica obtenida: el coeficiente, la
parte literal y el grado de los polinomios.

25. Dada la siguiente figura:

a) Expresa algebraicamente el area de la figura verde. ¢{Cudl es el grado de esta
expresiéon?

b) Expresa algebraicamente el perimetro de la figura total. ¢ Cual es el grado de
la expresiéon que has hallado?

c) Expresa algebraicamente el area de la figura total. ¢ Cuél es el grado de esta
expresiéon?
32



26. Efectua las siguientes operaciones con polinomios:
P(x)=3x3-2x3-3x+6 Q(X)=x-2y R(X)= X*+2x
a) Q(X)+R(x)

b) P(x)-Q(x)

¢) PX)+Q(X)+R(x)

d) P(x)-Q(x)+R(x)

27. Completa la siguiente tabla efectuando para ello las siguientes operaciones
necesarias:

para
X=2

para
X=3

Valor Valor P(X)+S(X)+R(X) P(x)-Q(x)+R(X)

P(x)=3x>-2x"-3x+6
Q(x)= 5x°-2x°-16
R(X)= X*+2x

S(x)= 3x*-1

28. Los ingresos y los gastos de una empresa en millones de euros, en funcion
del nimero de afios que lleva funcionando, vienen dados por:

I(t)=5t*+t%-3t+5
G(t)=3t3-t>-4t+9

Halla la expresién de los beneficios de la empresa B(t).

29. Calcula:
a) (X*+1)-(4x+3) d) 2x3(1-4x)-(3x%+x)
b) (x*-x%)-(2x-4) e) (x3-2x+1)-(5x+6)-4x°
c) (X+x°)-(2x*+4x-2) f) (6x*+5x+7)-4x(3-X%)

30. Realiza las siguientes operaciones:
a) (x5 -6x°% -3x2 +2x-1)* (x° -3x +1)

b) (x* - 72 - 3x2 + 2x - )* (x® + 4x2 - 6x + 2)
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31. Calculalas siguientes divisiones de polinomios y sefiala las que son exactas.

P(x) Q(x) Cociente Resto

¢ Es exacta?

xH+3x°2-2 x+3
xH43x3-x2+x-4 x-1
X?-5x+6 X-2

32. Dados los polinomios
P(x)=2x*+3x>-2x*+x-4 y

Q(X)=P(X)=x?-x+2

Realiza la division y haz la prueba mediante la propiedad fundamental de la

division.

33. Realiza las siguientes operaciones:
a) (x* -5x% +11x? -12x +6): (x2 - x +2)

b) (x5 - 2x* +3x? -5x +6): (x? +3x - 1)

34. Realiza estas divisiones con el método de Ruffini.

DIVIDENDO DIVISOR
x*+5x2-2 x-3
x*4+2x3-x*+x-4 X-2
x*-5x+3 x-1

35. Desarrolla las siguientes expresiones utilizando las igualdades notables.

a) (a+3b)?

c) (3a+2b)

f) (3x-4)?

h) (4x+3y)

b) (a-3b)?

d) (a+3b){a-3b)

9) (@xy -x)?

) (Bx +yf
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36. Expresa el resultado en funcion de las igualdades notables:
a) 9X*+y*+6xy c) X*+49-14x e) 16x*-8x%+1
b) 25x°+100+100y d) x*+12x°+36 f) x*-x?

37. Simplifica las expresiones siguientes:
a) (x-2)(x+2)-(x*+4)
b) (3x-1)%(3x+1)?
C) 2(x-5)*-(2x*+3x+50)
d) (2x-4)*-(2x+4)(2x-4)
e) (5x-4)(2x+3)-(x+3)?

38. Descompdn en producto de factores los siguientes polinomios:

a) 5x°-25x° b)-x*+4x+5 c)x*+5x-6 d)2x3-3x%+1
e) 25x%-9 f)16x>-8x+1 0)8x3-12x°+4 h)x*-5x*+4
i) 7x°-35x* )3(x+2)+x(x+2) K)16x*-1/25x° 1)32/2x°-8/2

39. Indica si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones. Para las no sean
ciertas, escribe un ejemplo que demuestre su falsedad.

a) A veces, el grado del producto de dos polinomios es igual al grado del mayor.

b) El coeficiente principal del producto de dos polinomios es igual al producto de
los coeficientes principales de los dos polinomios.

c¢) El grado de la suma de dos polinomios nunca puede ser mayor de los grados

d) El coeficiente principal de la suma de dos polinomios es igual a la suma de los
coeficientes principales de los dos polinomios.

40. Ana tiene x €, Juan el doble que Ana mas 5€, Pedro el triple que Juan menos
10 € e Isabel cuatro veces la cantidad que tiene Pedro menos 5€.

a) ¢ Cuantos euros tiene cada uno comparandolo con los que tiene Ana?
b) ¢ Cuantos tienen entre todos?

c) Si Ana tiene 7 €, ; Cuantos tienen entre todos?
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41. Expresaen forma algebraica:

a) El cuadrado del triple de x+1

b) El doble de la suma de dos numeros distintos.

c) El doble del cubo de un nimero menos el cuadrado del doble de otro.
d) Lasumade x ey al cuadrado menos el cuadrado de su diferencia.

e) El doble de un nUmero menos su tercera parte

f) El triple del resultado de sumarle tres unidades a un namero.

g) El areade un triangulo de base t y altura z.

h) Dos numeros consecutivos cuyo producto es 18.

i) Lasumade tres cubos.

i) Un multiplo de 5 mas su doble.

k) El producto de dos pares consecutivos.

42. Considera estos polinomios:
A(X)= 3x3-5x%+x-1
B(X)= 2x*+x3-2x+4
C(x)= -x3+3x3-7x
Halla:
a) A(X)+B(x)
b) A(x)-C(x)
c) AX)-B(x)+C(x)
d) B(x)-C(x)
e) B(x)-A(x)

43. Efectiia cada division indicando el polinomio cociente y el polinomio resto.
a) (X°-3xx+2x%+X): (X +x+1)
b) (2x*+2x%+3):( x*+x-1)

c) (X®-x3+x-1):(x*-x+2)

44, Realiza las siguientes operaciones:
a) (2x+y)* c) (a-b?)-(a+b?)
b) (3x-y?)’ d) (x*-3y)*



45. Convierte las siguientes expresiones algebraicas en potencias o productos:

a) 9X*+y*+6xy e) 25y*+100 +100y

b) x*y?*+12x%y+36 f) x*+49-14x

c) x*+6x3-5x* g) 12x*-16x°+6x°

d) 3x%y*+6x°y-9x*y? h) 3x(x-4)+2x*(x-4)-5(x-4)

46. Calcula el valor numérico de las siguientes expresiones:

a) (x+2)° para x=-2
b) x*+8, para x=-2
c) x’y-4xy’+y, parax=1ey=-1

47. Utilizando los productos notables, desarrolla estas expresiones:

a) (3x-9)2 c) (2x*+y)?
b) (a*+3b)° d) (3x-y)-(3x+y)
c) (x*-3y)-(x*+3y) e) (2xy*-2x)?

48. Expresa como cuadrado de una suma o de una diferencia:
a) x*+49-14x C) X*+1-2x

b) 4x*+1+4x d) x*+12+36

49. Saca factor comun en las expresiones siguientes (recuerda que multiplicando

el resultado puedes saber si esta bien):
a) X+xy

b) 3x%y -xy*+5x°y*

c) 2x%y-3xy3-x

d) 2uA?z°-6uviz*-12u®veZ®

6a’ .\ 4ab 2a®b

® 5% 5 15
f 5X3y2 X2y2 3X5y
) 4 8
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50.Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

x2-5x+6 x3 +3x2 +3x +1
a) —————— = b =

~9+x? B d) x* -1
x2 —2x x2 +2x2 + x x? +2x-15 x—x®-x?-—x-2
4x3 —4x —2x% + x 9x — x3

&) —5 5 = ) -2~ 9 w3
X~ +X —2X° +9x -4 X7 +3X

Soluciones : a) x—-3 b) x+1 X+3 d) x—1 e) 4(x—1) f) X q) 3-x

X X X+5 X—2 x4 X—4 X
51.Calcula:
2) 2x* —5x _ 2x° -4x+3 _ py Z3XF1_5x+l 1_2-x 3-2x_
x? -9 x%? -9 x+1  x?2+x X X X
2 4 2 1 -2 5 3
d) 2 ) 2 ) —=-5+
X—2 x%-2x x4 —16 x° +4x X X X
Q) X B 2x x% —6x -4
x?-3x-4 x?>-1 x®-4x’>-x+4
_ _ay_ _ 2 _gy_
Soluciones - a) 1 b)) X1 27X g2 o T I -5x-2 ) 1
X-3 X X X X(x—4) x3 x2 _1
52.Calcula:
2x+1 x+2 2x+4 x+3 x> —5x? 4+ 6x x? -1
a) —H5— = b)) ——— = ©) o3 2 -
X°—4 X-93 Xx° -9 X+2 X+1 2x” —6x
3 2 / \ \ / \
d) OX”  XT+2x+1 e) [1+ 1 J_[x+1 _ ) [2+ 8 l 1 _
x+1  x2ix L ox2-1) U x ) . o x-2) x+2
12 ) %2
o (122
X x-=-1) x+1
Soluciones : a) 2x+1 ) 2 C)(x—2)(x—1) d)5x2 e)—=_ f) 2 g)—=
(x—-2)(x-5) X—3 2X X—1 X—2 X—1
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53.Calcula:

a) 1 x+3 b) 1 4x+2 4x?  x*—x _ X+2  x*—4 _
2x2  4x gx?  3x° X+1 x2 —2x+1 2x+3  —Bx —4x2
e) 2x? X f) x2—5x+6_x—2_ 9 —x+7_—x2+5x+14_
3x* -3 x+1 2x+1 X x2 -1 x?+3x+2
: 2 3x2 4x(x —1 -2 2 -1 3
Soluciones :  a) b) X x(x_1) d) X e) X f)—x 9)—
X(X+3) 16(2x + 1) X+1 X—-2 3(x-1) Xx-5 X—=1
54.Calcula:
a) “Bx 3 oy, Bx#5 5 4x-5_ x*-x-2 1 1
x2+4x+4 x?+3x+2 x2+2x x* x+2 x> +7x2+10x x?+5x x°
1 (3x*>-3x?-4x | T I (1 vox3
d —|—-—x“|= e +4 - = f) [——2+x =
) x2 2x -3 , ) x2-1 ) \.x2—4,»‘ ) [.X Jx2—1
{ 2 A y . _ / 2
2x" 421, 7 |.2x+7 _ h) 1_1]:3x 3,1 ) 2x . ‘:2(x+5):
|l (x=3)2 x-3) x?-9 Lox) 8 X x-5 x?_-25) X
3 4 2 2 2
Soluciones - a) fx(5;+2) b 4;( -10 c X 37)( —-7x-10 X< —4 e 1 f)x (x—=1)
(Xx+2)“(x+1) X“(x+2) X7 (X +2)(x +5) X(2x - 3) x—1 X+1
X(x +3) x5+3 .1
h —
9 X—3 ) 3x I)3
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