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Bloque 3. Tema 7. Algebra

Toledo: puerta de entrada del algebra en Europa
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Dos matematicos se encuentran en la base del desarrollo del algebra, Diofanto de
Alejandria y Mohammed Ibn Musa Al-Khwarizmi.

Del primero se conoce que debid vivir sobre el siglo lll, conocido por su Aritmética,
un trabajo sobre la solucién de ecuaciones algebraicas y sobre la teoria de numeros.
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Su epitafio redactado en forma de problema y conservado en la antologia griega rezaba
asi:

“Transeunte, esta es la tumba de Diofanto: es él quien con esta sorprendente
distribucion te dice el numero de afnos que vivio. Su ninez ocupo la sexta parte de
su vida; después, durante la doceava parte su mejilla se cubrio con el primer bozo.
Paso aun una séptima parte de su vida antes de tomar esposa y, cinco anos
despueés, tuvo un precioso nino que, una vez alcanzada la mitad de la edad de su
padre, perecio de una muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle,
llorandole, durante cuatro anos. De todo esto se deduce su edad.”

El mundo arabe medieval, conocié la Aritmética poco después de que el célebre
Aldwarizmi redactara, hacia el ano 830, su Kitab al-Mujtasar fi hisab al-jabr wa-I-
mugabala.

Mohammed Ibn Musa Al-Khwarizmi, (780-850) es considerado el padre del
Algebra. Llamado a Bagdad por el califa abasida Al Mamun, continuador de la
Academia de Ciencias creada por su padre, llamada la Casa de la Sabiduria, en ella se
tradujeron al arabe obras cientificas y filosoficas griegas e hindues. En este ambiente
cientifico y multicultural se educé y trabajé Al-Khwarizmi. Todo este florecimiento traeria
importantes consecuencias en el desarrollo de la ciencia en Europa, principalmente a
traves de Espafna, donde muchas obras seran traducidas al latin en la escuela de
traductores de Toledo.

Al-Khwarizmi fue un recopilador del conocimiento de los griegos e hindues,
principalmente de matematicas, pero también de astronomia (incluyendo el calendario
judio), astrologia, geografia e historia. Su trabajo mas conocido y usado fueron sus
Tablas Astronémicas, basadas en conocimientos de los hindues. Incluyen algoritmos
para calcular fechas y las primeras tablas conocidas de las funciones trigpnométricas
seno y cotangente.

De su aritmética, posiblemente denominada originalmente "Kitab al-Jam'a wal-Tafreeq
bil Hisab al-Hindi", s6lo conservamos la versién latina, Algoritmi de Numero Indorum, del
siglo XII. En esta obra describe con detalle el sistema hindd de numeracion posicional
en base 10 y la manera de hacer calculos con él. Fue esencial para la introduccién de
este sistema de numeracién en el mundo arabe y posteriormente en Europa. El que nos
haya llegado a través de los arabes hace que le llamemos habitualmente sistema de
numeracioén arabe, cuando deberiamos llamarlo indo-arabigo.

Su tratado de algebra es una introduccién compacta al célculo, usando reglas para
completar y reducir ecuaciones. Quizas éste es el libro arabe mas antiguo conocido y
parte de su titulo "Kitab al-jabr wa'l-mugabala" da origen a la palabra algebra. Esta obra
representa para el Algebra lo mismo que Los Elementos de Euclides para la Geometria.

El trabajo de Al'Khwarizmi permitié preservar y difundir el conocimiento de los griegos
(con la notable excepcion del trabajo de Diofanto) e hindues, pilares de nuestra
civilizacion.

Caso practico

Al final del tema deberas ser capaz de contestar a la siguiente pregunta:
¢ Cuanto tiempo vivié Diofanto segun la informacion dada por su epitafio?
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1) EXPRESION ALGEBRAICA

Cuando hacemos operaciones entre numeros y letras, decimos que se trata de
expresiones algebraicas.

El lenguaje algebraico sirve para traducir a simbologia matematica, enunciados con
operaciones entre cantidades que no conocemos.

Las cantidades desconocidas se les llaman incognitas o variables.

Ejemplos de expresiones algebraicas serian:
e El cuadrado de la suma de dos nimeros.  (x+Y)?
« Si un litro de gasolina cuesta 1,05 € ;Cuanto costaran x litros? C=1,05.x

Luego una incognita o variable no es mas que un nimero desconocido en el momento
de realizar la operacién aritmética en la que participa.

Ejercicio 1
Expresa las siguientes oraciones del lenguaje comun al lenguaje algebraico.
Utiliza alguna de las siguientes expresiones:

X, X+1,x+2 | x.(x-1)=30 | y2 | x3+3x2 | fg (x+1)/x (2x/3)-5=12
X+7 X2 +7 X 2x+5 x/2 1500-x [(3x/5)+(x+1)/2]=3
Lenguaje Semantico Lenguaje Algebraico

Un ndmero cualquiera
Un ndmero cualquiera aumentado en siete.
La diferencia de dos numeros cualesquiera.

El doble de un nimero excedido en cinco.

La divisibn de un numero entero entre su
precedente.

La mitad de un niamero.
El cuadrado de un nimero.

Las dos terceras partes de un nimero disminuido
en cinco es igual a 12.

Tres nimeros naturales consecutivos.
El cuadrado de un numero aumentado en siete.

Las tres quintas partes de un numero mas la mitad
de su consecutivo equivalen a 3.
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El producto de un nimero positivo con su antecesor
equivale a 30.

El cubo de un nimero més el triple del cuadrado de
dicho numero.

Lo que excede 1500 del valor de X

1.2) VALOR NUMERICO DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA

El valor numérico de una expresion algebraica es el resultado que se obtiene al sustituir
las letras (variables) por numeros y efectuar las operaciones indicadas.

Veamos un ejemplo:

La expresion v.t sirve para calcular el espacio recorrido por un mévil en funcion
de su velocidad y del tiempo que este esta en movimiento (llamamos v a la
velocidad y t al tiempo).

1) Sila velocidad es 60 km/h y estd 2 h en movimiento, ¢ cuantos km recorrera?
2) Si ahora la velocidad fuese 75 km/h y el tiempo 4 horas y media (4,5 h), ¢cual
seria el espacio recorrido?
Valoracién caso 1.- espacio recorrido= v.t = 60 km/h . 2 h =120 km
Valoracién caso 2.- espacio recorrido= v.t =75 km/h .4,5 h=337,5 km

Ejercicio 2
Determina el valor numérico de la expresion: x*.y2.z%; siendo x =4,y = 3,z =1/2.

Ejercicio 3
Cual es el valor numérico de la expresion algebraica: F%?_Z%' +3% =

Siendo el valor de las variables: x=2; y=1/4
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2) MoNomIos

Una expresién algebraica en la que sélo aparece la operacion de multiplicar es un
monomio.

Podriamos preguntarnos cual es la ==
distancia que separa las torres
eléctricas de la imagen.

La respuesta la encontrariamos en el
siguiente monomio:

Distancia = X

Tengamos ahora en consideracion el cuadrado de esta otra figura
donde sabemos que su lado tiene una longitud de X unidades.

Si quisiéramos saber cudl es su area.

La respuesta la encontrariamos en el siguiente monomio: X
Area cuagrado = Lado * Lado = X.X= X2

Si trazamos en el cuadrado su diagonal se nos habran formado
dos triangulos, el area de cada uno de ellos sera por tanto la
mitad del &rea del cuadrado.

1 2

Area del Trigngulo = — x-

2

Y si construyésemos un cubo con esos cuadrados, el volumen del mismo vendria
determinado por el siguiente monomio:

/ A Volumen,,,, = Bas.Altura = x.x.x = x*

Asi pues, un monomio sirve para expresar diferentes magnitudes como, distancias,
superficies, volumenes. Tendremos que estudiar qué es lo que les hace caracteristicos,
pero antes veamos otros monomios donde aparecen dos variables.
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Supongamos ahora que tenemos un

- A
7\ rectangulo que tiene Y unidades de
. ancho y X unidades de alto.
T '. X ' El area de dicho rectangulo seria el
X Y = \ /1l + monomio:
< > Area rectangulo = Base. Altura= Y. X

En el siguiente paralelepipedo de dimensiones respectivas X, Y y Z, que como se
aprecia en la figura representan las dimensiones de su ancho, largo vy alto.

7\
A

El volumen de dicho cuerpo lo podriamos calcular con el
siguiente monomio:

L Volumen = Base . Altura= Largo. Ancho. Alto = X.Y.Z

En los monomios denominamos a las partes que los componen del siguiente modo:
e Se llama grado de un monomio, al exponente al que esta elevada su variable.

* Si el monomio estuviese formado por dos o mas variables, el grado de dicho
monomio seria la suma de los exponentes de las variables.

e Se llama coeficiente de un monomio, al niumero real que multiplica a la variable o
las variables, en el supuesto que hubiese méas de una.

Cuando el coeficiente tiene como valor uno, no se suele poner.
e Se llaman variables a los valores numéricos no conocidos.

¢ Se llama valor numérico de un monomio, al nimero que obtenemos al sustituir
la variable por nUmeros, realizando las operaciones indicadas

. Coeficiente

/ N\ &
Area del Triangulo = | — x:/
2 - Variable

Cuando dos o mas monomios tienen el mismo grado y estan formados por las mismas
variables, se dice que son monomios semejantes y, representan magnitudes fisicas
equivalentes. En los ejemplos vistos representaban una longitud, una superficie y un

volumen.

Si los monomios no tienen el mismo grado o no estan formados por la misma variable,
los monomios se diran que no son semejantes y por tanto no representan a magnitudes
fisicas equivalentes, no pudiéndolos agrupar en un solo monomio.
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Ejercicio 4
Completa la tabla.
Monomio Coeficiente Variable Grado
3.axy? 3 a,x,y
-5.23
-4 X 1
x3.y3 X,y
5 Cualquiera

2.1) OPERACIONES CON MONOMIOS

& Suma y Resta de Monomios.

Sélo pueden sumarse y restarse, los monomios semejantes.
Procedimiento:

Para sumar/restar dos monomios semejantes, se suma/resta los coeficientes y, se
deja la misma variable.

Veamos un ejemplo:
Calcula estas sumas de monomios semejantes:
a) 5x°+8x°-2x°=(5+8-2). x°=11.x°

1 5 1 5 2
b) gyityi—gy?=(g+1-5)y2=5v?

% Producto de Monomios.

Para multiplicar dos monomios no es necesario que estos sean semejantes.
Procedimiento.:

El producto de monomios, sera otro monomio que tendra como coeficiente el producto
de los coeficientes y como exponente de la misma variable, la suma de los exponentes,
pues sera el producto de potencias de la misma base.

Veamos un ejemplo:
Multiplica los siguientes monomios: (-3x?) . (7x°) = (-3x?) . (7x°) =(-3.7).(x?.x%)=-21.x°
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+ Cociente de Monomios.

e No es necesario que sean semejantes.

e El grado del monomio dividendo debe ser mayor o igual al grado del monomio
divisor, para no generar fracciones algebraicas.

Procedimiento:

Al dividir dos monomios obtenemos otro monomio cuyo coeficiente es el cociente de los
coeficientes y cuya parte literal es la misma letra elevada a la resta de los exponentes.
(Recordar cociente de potencias de la misma base).

Veamos un ejemplo:

Vamos a dividir el monomio 6x° entre el monomio 3x%

5 5
% = g;_? =2.25—2=2.13

Ejercicio 5
Indica cuales de los siguientes monomios son semejantes.
) 4
a) 2x° b) 4x* C) —6x d) :.\'3
1, 4
e) —2x f) ——x g) :.\'3 h) —10x"

Son semejantes:
e b,h

D *a,dJg

e cf,e

Son semejantes:
|:| e b,h

e a,d,0
o cf

Son semejantes:
D e b,h,f
*a,dg

o cf

Ejercicio 6
Realiza las siguientes operaciones con monomios:
a) 2x3-7x3+x3 =

b) %xQ(—Q:c) =

2
c) 4_5:6'(:07) =
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3) POLINOMIOS

Supongamos que deseamos conocer el area
(dividida en tres zonas) de una solucion
habitacional como la de la figura.

Si calculamos el &rea de la figura tendremos: )

< >

Area= x? +3x+4

-

®
0 N @
53J

La expresién anterior representa a un
polinomio, por lo que podremos definir un
polinomio como la suma o resta de
monomios no semejantes.

Al referirnos a un polinomio solemos utilizar la siguiente nomenclatura:
e Término: Cada uno de los monomios que integra el polinomio.
 Variable: La letra sobre la que construimos el polinomio.
e Grado: El mayor de los exponentes de los monomios que integran el polinomio.

e Termino Independiente: El monomio que no lleva letra o0 que la variables esta
elevada a cero.

e Polinomio Reducido: Polinomio obtenido después de agrupar los monomios
semejantes.

¢ Polinomio Ordenado: Polinomio en el que se han ordenado sus monomios que
lo forman, atendiendo a su grado. La ordenacién podra ser de forma creciente o
decreciente. Para operar con polinomios es conveniente que estos estén
ordenados.

¢ Polinomio Completo: Cuando el polinomio tiene todos los términos intermedios
desde el de mayor grado hasta el término independiente.

e Valor numérico de un polinomio.: Es el valor que adquiere el polinomio, al
sustituir en el la variable por un nimero y realizar las operaciones indicadas.

e Raiz de un polinomio: Es el valor de la variable que hace que el valor numérico
del polinomio sea cero. Un polinomio podra Illegar tener tantas raices reales
como indica su grado.

Los polinomios suelen denominarse por una letra mayuscula, colocando entre
paréntesis la variable sobre la que se construye.

Asi nos referimos a P(x) = 3x*+2x°+1.

Sabiendo que x es la variable del polinomio, si existiesen mas letras las considerariamos
como coeficientes.
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Repasemos con el siguiente ejemplo la nomenclatura dada sobre polinomios.
Partamos del siguiente polinomio: 5x3+6x?-4x3-12x*-6x+9x-3x*+9-5=
» Términos: El polinomio original esta formado por 9 términos.

e Variable: El polinomio sélo tiene una variable que la hemos denominado con
la letra X.

e Polinomio Reducido: Si sumamos los monomios semejantes el polinomio
quedaria como: x3+6x2%-15x*+3x+4= donde ha pasado de tener 9 términos a
quedarse con 6.

e Grado: El polinomio es de grado 4. El mayor de los exponentes de los monomios
que integran.

e Termino Independiente: El 4 es el término que no depende de x, pues seria el
coeficiente del monomio de grado cero. 4.x° y si recordamos cualquier potencia
elevada al exponente cero, tiene como valor uno.

e Polinomio Ordenado: -15x*+x3+6x%+3x+4=

e Polinomio Completo: Nuestro polinomiio es completo pues tiene todos los
monomios desde el grado 4 hasta el grado cero.

e Valor numérico de un polinomio.: Llamemos a nuestro polinomio P. Por
tanto P(x)=-15x%+x3+6X2+3x+4
Nos interesa saber cuanto vale el polinomio cuando la variable x tome el valor de
dos.

P(x=2)=-15(2)*+(2)*+6(2)2+3(2)+4=-15(16)+(8)+6(4)+3(2) +4=-240+8+24+6+4=-198

e Raiz de un polinomio: Como el polinomio es de grado cuatro y sus coeficientes
son numeros reales, el polinomio podria llegar a tener hasta cuatro raices que
fuesen numeros reales. Las que faltasen seria raices de numeros complejos.

Dada la siguiente expresion algebraica que representa a un polinomio, contesta a
las siguientes preguntas:
8x2-5x3+4x-6x2+2x-5

e Cuantos términos tiene.

e Cual es la variable sobre el que se construye:

e Grado:

e Cual es el Termino Independiente:

« Expresa el Polinomio Reducido:

* Nombra y escribe el Polinomio Ordenado:

e ¢Es un Polinomio Completo?

 Valor numérico del Polinomio cuando x=-1.

 ¢Hasta cuantas raices reales podria tener el polinomio?
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3.1) OPERACIONES CON POLINOMIOS

» Producto de un Polinomio por un nimero.

Consistira en multiplicar los coeficientes del polinomio por el niumero dado.
Siendo P(x)= 2x3- 5x2 + 2x- 3. Calcular el polinomio -2 P(x).
-2.P(x)=(-2.2).x3 - (-2.5).x% +(-2.2).X - (-2.).3= -4.x3 + 10.x2 -4.x + 6

> Suma de Polinomios.

La suma de dos o0 mas polinomios sera otro polinomio constituido al sumar entre si los
monomios semejantes de los polinomios que se suman.

Calcular la suma de los polinomios: P(x) + Q(x).

P(x)= 2x3- 5x2 + 2x- 3.

Q(x)= 7x%2-5x3-2x - 4

Lo primero que haremos es observar si los polinomios estan ordenados, si no lo
estuviesen los ordenariamos.

Seguidamente colocamos en columna los monomios semejantes y procedemos a
sumar sus coeficientes.

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Px) = 2x3 | -5x? i +2x: -3
| QX)) = 5x3 P +7x2-2x i -4
CP(X) +QX) = | -3x3 | +2x2 &7

_____________________________________________________________________________________________

» Resta de Polinomios.
La resta de dos polinomios sera otro polinomio, obtenido al sumarle al minuendo el
opuesto del sustraendo.
Calcula W(y)-R(y) siendo
W(y)= 5y3- 6y? + 2y- 3.
R(y)= 8y® —-10y? + 10y —4.

Primero comprobaremos que los polinomios estén ordenados, si no fuese asi los
ordenariamos y reduciriamos si fuese el caso.

La operacion que vamos a realizar podemos expresarla como: W(y)-R(y)=W(y)+(-
1).R(y). Colocaremos los monomios semejantes en la misma columna para
proceder a su suma.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

............................................................................................
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» Producto de un Monomio por un Polinomio.

Procedimiento:

Se procede multiplicando el monomio por cada uno de los términos del polinomio. Luego
nos encontramos ante multiplicaciones parciales de monomios.

Vamos a calcular el producto del monomio (-3x2) por le polinomio P(x)=(2x2 + 5x -6)
Podemos hacer la multiplicacion en linea:
(-3x2) . P(X)= (-3x2). (2x2 )+(-3x2)( 5X) - (-3x?).(6)=-6x%-15x3+18x2

» Producto de dos Polinomio.

El resultado sera otro polinomio, obtenido al multiplicar todos los términos de uno de los
polinomios, por todos los términos del otro y reducir los términos semejantes.

Calcula el siguiente producto de polinomios: (2x*-3x-5).(5x-9) =

2x2 —3x =5
S5x =9

10x® —15x% -25x
—18x2% 27x 45
10x® —33x% 2x 45

Particular importancia tienen una serie de multiplicaciones que agruparemos bajo el
epigrafe de productos Notables.

» Division de un Polinomio por un monomio.

Se divide cada término del polinomio entre el monomio, como se muestra en los
siguientes ejemplos.

Veamos un ejemplo: . 2x% — 5x3 4 x2
jemp - Efectua: - — e
—x2
2x* —5x3 +x2 2x* 5x3 x2 R o . o = =
7 =2 = + i —2x%2 4 5x372 — x2=2 = _Qx4=2 | §x3-2 _ 22

=—2x2+4+5x 1 —x=-2x2+5x—-1

Veamos otro ejemplo:
Realiza la siguiente division:

4x3 +2x2—5

—x2

4x3 4+2x2 -5 4x3 2x? 5 o o ) = 5
—_— s=—4x" T -2+ =-2x-2x"+=s=-2x—-1+—
—x2 —x2 —x2 —x? x2 x2 x?
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» Division de un Polinomio por otro Polinomio.

Para poder realizar la division entre dos Polinomios, el grado del polinomio divisor, debe
de ser menor o igual () que el grado del polinomio dividendo. Si no fuese asi,
estariamos ante una fraccion algebraica.

Dividendo | divisor

Resto Cociente

Procedimiento.:
e Se ordenan los polinomios dividendo y divisor segun potencias decrecientes.

* Se divide el primer término del polinomio dividendo, por el primer término del
divisor y el resultado es el primer término del cociente.

» Se multiplica el término del cociente por todo el divisor y el resultado cambiado
de signo se le suma al dividendo, obteniéndose una divisién parcial.

e Se continda el proceso hasta obtener un dividendo parcial de grado inferior al
divisor, que sera el resto.
Veamos un ejemplo. Procedamos a dividir el polinomio P(x) por el polinomio Q(x)
P(x) = 3x3 +10x2 +11x +5.
Q(x)= 3x2 +7x +2.

/
" 3xj10x2+11x +5. ‘ +7x+2 \3.2Y
—= =1 — =X
3N
-3x3 - 7% -
o (3¢5 ox+5
-3x%2 - Ix - 2

2xX+3

Si la division esta correctamente realizada, debera verificarse que:
Dividendo = divisor * Cociente + Resto. = D=d.C+R
Por lo que el polinomio Dividendo P(x) podemos expresarlo como:

P(x)=(3x* +7x +2).(x+1) + (2x + 3).
Cuando el residuo o resto de la division es cero, diremos que la division es exacta.
Ejercicio 8
Siendo:

Q(x) = (3x®—2x2—4x —8)
P(x) = (x—2)
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Sin realizar la division Q(x)/P(x) contesta estas preguntas:
a) ¢ De qué grado es el polinomio dividendo?
b) ¢ De qué grado es el polinomio divisor?
c) ¢ De qué grado sera el polinomio cociente?

Ejercicio 9
Siendo: Q(x) = (3x®—2x2-4x - 8)
P(x) = (x—2)
Realiza la siguiente division Q(x)/ P(x) e indica si la division es exacta o inexacta.

3.2) PRODUCTOS NOTABLES

Son un grupo de identidades algebraicas que aparecen muy b
frecuentemente en el calculo. _a'——

El cuadrado de una suma. (a+b)?= a2 + 2a.b + b? a? a.b a
(El cuadrado de primer término, mas el doble producto de :

primero por el segundo término més el cuadrado del segundo a.b : b? b
término). :

A esta expresion se le denomina cuadrado perfecto.

Demostracion.

La expresion (a + b)? es equivalente a (a + b).(a + b), entonces al realizar el producto de
los binomios, se obtiene:

(a+b)y>=(a+b).(a+b)=a*+ab+ab+ b?>=a+2ab+ b?

Ejemplo. Desarrolla (x + 7).

Al aplicar la regla general:
« El cuadrado del primer término: (x)? = X
« El doble producto del primer término por el segundo: 2(x)(7) = 14x
« El cuadrado del segundo término: (7)2 = 49

Se suman los términos resultantes y se obtiene: (x + 7)? = X2 + 14x + 49
Otro ejemplo. Desarrolla (-2x -3y)3=

Al aplicar la regla general:
« El cuadrado del primer término: (-2x)? =4x?
« El doble producto del primer término por el segundo: 2(-2x)( -3y) = 12xy
» El cuadrado del segundo término: (-3y)? = 9y?

Se suman los términos resultantes y se obtiene: (x + 7)2 = 4x2+ 12xy + 9y?
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e El cuadrado de una diferencia. (a-bf= a* -2 a.b+ b?

(El cuadrado de primer término, menos el doble producto del primero por el segundo
término mas el cuadrado del segundo término).

Demostracion.

La expresion (a - b)? es equivalente a (a- b).(a - b), entonces al realizar el producto de
los binomios, se obtiene:

(a-b)>=a*-ab- ab + b? = @ - 2ab +b?

Ejemplo. ;Cuél es el resultado de desarrollar (4x* — 9y°)*?
Se aplica la férmula anterior y se obtiene:
(4x* — 91P)2 = (4x*)2 — 2(4x*)(9)P) + (9)%)%= 16)8 — 72x*)P + 81)P

e Suma por Diferencia. Binomios conjugados. (a + b).(a-b) = a®> — b?

(El cuadrado de primer término menos el cuadrado del segundo término).
Demostracion.
Al realizar el producto a (a+b).(a - b), los dobles productos se anulan quedando los
cuadrados de los términos.
(a+b).(a- b)=a®-ab +ab- b? = a° - b?

Ejemplo. Resuelve (- 2x% + 7) (- 2x3 - 7).
Ambos términos se elevan al cuadrado:

El cuadrado del término que no cambia de signo: (- 2x%)2 = 4x8

El cuadrado del término que cambia de signo: (7)? = 49

Finalmente, se realiza la diferencia y el resultado es: 4x°— 49

e Trinomio de una suma .(a+ b + c)? = a° +b? + ¢+ 2a.b + 2ac+2bc

(El cuadrado del primer término mas el cuadrado del segundo término mas el cuadrado
del tercer término. Mas el doble producto del primer término por el segundo y tercer
término. Mas el doble producto del segundo término por el tercero).

Demostracion.

La expresion (a + b + ¢)? es equivalente al producto (a+ b+ ¢) (a+ b + ¢), entonces:
(a+b+cf=(a+b+clla+b+c)=a+ab+ac+ab+b’+bc+ac+bc+ c?

Al simplificar los términos semejantes: (a + b + ¢f*= & + b° + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc

Ejemplo. Desarrolla (x + 2y + 32)2.

Se aplica la férmula y se obtiene como resultado:
(x+2y+322%=(X2+ (2))% + (322 + 2(X) (2)) + 2(x) (32) + 2(2y) (32
=X +4)2 +92 + 4xy + 6xz+ 12yz
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e El cubo de un binomio.

Su desarrollo es un polinomio de cuatro términos al que se llama cubo perfecto y se
forma con la suma de los cubos de los términos primero y segundo, mas los triples
productos del cuadrado del primero por el segundo, mas el producto del primero por el
cuadrado de segundo.

Demostracion: La expresion (a + b)® es equivalente al producto (a + b)?(a + b), entonces:
(@+b)=(a+b*a+b)=(a%+2ab+ b)(a+ b)=a®+ ab+2a°b + 2ab? + ab? + b°

=3+ 3a%b + 3ab?+ b°
Ejemplo. Desarrolla el siguiente binomio (x - 4)3:

El binomio se expresa de la siguiente manera: (x — 4)% = (x + (- 4)), se obtiene cada
uno de los términos del cubo perfecto:

— El cubo del primer término: (x)® = x®

— El cubo del segundo término: (- 4)3= - 64

— El triple del cuadrado del primero por el segundo: 3(x)%(— 4) = — 12x°

— El triple del primero por el cuadrado del segundo: 3(x)(-4)? = 3(x)(16) = 48x
Finalmente, el desarrollo es: (x — 4)3 = x* — 12x° + 48x— 64

» Producto de dos binomios que tienen un término comun.

Su resultado es un trinomio cuyo desarrollo lo forma el cuadrado del término comun,
mas el producto del término comun por la suma de los términos no comunes, mas el
producto de los no comunes.

(x+a)(x+b)=x>+(a+b)x+ab

Demostracion: Se realiza el producto de los binomios: (x + a) (x + b) = X*+ ax + bx + ab
Se agrupan los términos semejantes y se obtiene la férmula:

(x+a) (x+b)=x*+ax+bx+ab=x>+(a+ b)x+ab
Ejemplo. Desarrolla (x - 6) (x + 4).
Calculamos los diferentes términos:

« El cuadrado del término comun: (x)2 = x?

* La suma de los términos no comunes, multiplicada por el término comun: (- 6 +
4).(x) = - 2x

* El producto de los términos no comunes: (- 6)(4) = — 24

« Se suman los términos anteriores y se obtiene como resultado: (x — 6).(x + 4) = X2
—-2x—-24

Ejercicio 10 )
Deduce la identidad matematica de la siguiente expresion algebraica: (%'a+3>

Ejercicio 11
Desarrolla (-2m-3n)3
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3.3) DIvVISION POR RUFFINI. TEOREMA DEL RESTO. TEOREMA DEL FACTOR.

La regla de Ruffini permite hallar el cociente y el resto que se obtendria en la division de
un polinomio P(x), por un binomio de primer grado (x-a) sin necesidad de efectuar la
division de manera convencional.

Como veremos mas adelante, la utilizaremos para determinar las raices enteras que
pueda tener un polinomio de grado mayor que dos.

Procedimiento

1) Se deben colocar todos los coeficientes del polinomio dividendo, ordenados de
mayor a menor grado y, si falta algan término (polinomio no completo) sera porque
el coeficiente de dicho monomio es cero.

2) Se escribe el primer coeficiente debajo de la linea horizontal, a la izquierda se
coloca el coeficiente independiente del binomio divisor cambiado de signo.

3) Se multiplica el término de la izquierda por el primer coeficiente del polinomio
dividendo y el resultado se le suma al segundo coeficiente del polinomio dividendo.

4) Se repite el proceso hasta llegar al final.

Dado el polinomio P(x)=2x* -3x3® + 5x2 — 6x+10, realizar la division por Ruffini por
el binomio (x-2)

2 3 S 6 10 [ — > 2 3 S 6 10
2 2 4
2 ¥ 2 1
2 3 5 6 10 %
2 ‘ 4 2 14 16

‘ "’2"" 1/ 7 s (26)
|

COCIENTE

Donde el polinomio cociente es vy el resto 26. Por tanto podremos decir que:
P(x)=2x* -3x% + 5x2 — 6x+10 =
Que es una forma de descomponer el polinomio P(x).

Ejercicio 12

Realiza utilizando la regla de Ruffini la division del polinomio 2x3+3x-2 por el
binomio (x-3):

Pagina 17 de 42



ACT1. Bloque 3. Tema 7. Algebra

3.3.a) TEOREMA DEL RESTO

En la divisién por el método de Ruffini, el resto de la divisién de un polinomio P(x), entre
un polinomio (binomio) de la forma (x-a), representa el valor numérico que tomaria dicho
polinomio para el valor: x = a.

P(x=a) = Resto de la division de Ruffini.

En el ejemplo anterior vimos que al dividir el polinomio P(x)=2.X* -3.X3 + 5.X2 - 6.X +10
por el binomio (X — 2).

El cociente resulto ser el polinomio de un grado inferior al polinomio dividendo.
C(x) =2.X3+X2+7.X+8 y el Resto: 26.

Luego P(x=2) = 26

Calcular por el teorema del resto, el valor numérico del polinomio P(x)=x*-3x?+2 cuando
el valor de la variable sea x = 3.

|]r o -3 o0 2
3 | 3 9 18 54
[1 3 6 18 56

Vamos a comprobamos la solucién por sustitucion directa del valor en el polinomio:
P(x=3) =3*-3.32+2=81-27+2=56

Ejercicio 13
Aplicando el teorema del factor, determina cual es el valor del polinomio:
P(x)=3x3-7x2+3x-7, cuando x=-2.

3.3.B) TEOREMA DEL FACTOR

Si al dividir un polinomio P(x) por un binomio (x-a) el resto de dicha division fuera cero
(divisién exacta) diremos que el valor de “a” en una raiz de dicho polinomio. P(x=a)= 0

e Cuando el polinomio tiene coeficientes reales, ocurre que las raices enteras de
dicho polinomio (si existen) son nimeros que a su vez son divisores del término
independiente del polinomio en cuestion.

e Si x=n/m es una raiz fraccionaria de un polinomio de coeficientes reales, se
cumplira que n es un divisor del término independiente mientras que m sera un
divisor del término de mayor grado.

» Con cada raiz podemos formar un binomio de la forma (x-raiz) que diremos que es
un divisor del polinomio dado y le denominaremos factor del polinomio.

 Un polinomio de coeficientes enteros cuyo término de mayor grado sea 1, no tendra
raices fraccionarias.

Veamos un ejemplo.

Determinar las raices del polinomio P(x) = x2 — 5x + 6.

Recordamos que la raiz de un polinomio es el nUmero que toma la variable (x=a) que
hace que el valor numérico del polinomio sea cero. P(x=a)=0
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e Como el coeficiente del término de mayor grado es 1, el polinomio no tendra raices
fraccionarias.

e Primero vamos a determinar las raices del polinomio, como hemos dicho en el
teorema del factor, estas si existen seran divisores del término independiente.

Los divisores del seis son: 1,-1,2,-2,3y -3

La busqueda de la raiz la hacemos tanteando hasta encontrar algun valor entre los
dados que haga P(x)=0. Para este fin vamos a utilizar la regla de Ruffini de manera
recursiva.

Utilizando la regla de Ruffini obtenemos las siguientes tablas

1 -5 6
1 1 -4
1 -4 2
cociente resto
1 | -5 6
-1 -1 6
| -6 12
cociente resto
1 -5 6
2 2 -6
1 -3 0
cociente resto
1 -5 6
-2 -2 14
1 -7 20
cociente resto
1 -5 6
3 3 -6
1 -2 0
cociente resto
1 -5 6
-3 -3 24
1 -8 30
cociente resto
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Por tanto las raices del polinomio son x1 =2 y xo = 3, con ellas podremos formar dos
binomios: (x-2) y (x-3) , y con los binomios podemos factorizar el polinomio, el cual
quedaria como:

P(x)= (x-2) * (x -3)

Observacién: hay polinomios que no pueden descomponerse debido a que no tiene
raices Reales. En estos casos se dice que el polinomio es irreducible.

Ejercicio 14

Comprueba utilizando el teorema del factor si el binomio (x-3) es un factor del
polinomio Q(x)=x3-3x2-4x+12

3.4) FACTORIZACION DE UN POLINOMIO

Al igual que un numero compuesto podemos descomponerlo en los factores primos que
lo generan. Un polinomio puede expresarse como el producto de los binomios de sus
raices, que le llamaremos factores. A la identidad matematica resultante se le denomina
factorizacion del polinomio.

Dado un polinomio P(x), dicho polinomio podra expresarse como el producto del
coeficiente del término de mayor grado del polinomio, por todos los binomios (x-
raiz) que tenga.

Veamos este ejemplo:
Factorizar el polinomio P(x) = x? - 5x + 6.

Sabemos que el polinomio no tendra raices fraccionarias pues el coeficiente del término
de mayor grado es 1 y ademas sabemos que por ser de segundo grado puede tener dos
raices, que si fuesen numeros enteros serian los divisores del término independiente
del polinomio, es decir, de 6.

Divisores de 6={t1,+2,+£3,+6}

P(x=1) = 1-5+6=2#0. Luego x= 1 no es raiz.

P(x=-1) = 1+5+6=12 #0. Luego x= -1 no es raiz.

P(x=2) = 4-10+6=0. Luego x=2 es una raiz del polinomio.

P(x=-2) = 4+10+6=20 #0. Luego x= -2 no es raiz.

P(x=3) = 9-15+6=0. Luego x=3 es una raiz del polinomio.

Por tanto el polinomio factorizado quedaria como: P(X) = x2 = 5x + 6= (x-2).(x-3)

Ejercicio 15
Factoriza el polinomio P(x)= x3-4x2+x+6 compuesto de raices enteras.
4) ECUACIONES POLINOMICAS DE PRIMER GRADO

Un matematico a destacar en el estudio de las expresiones algebraicas de primer
grado es Evariste Galois (1811-1832).

Las llamaremos expresiones polindmicas de primer grado porque su exponente es uno
y como ocurria con los polinomios nos dedicaremos a estudiar el valor de sus raices,
aunque ahora las llamaremos soluciones.
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4.1) IGUALDADES: IDENTIDADES Y ECUACIONES

Una igualdad es una expresion algebraica en la que aparece el simbolo de
igualdad. = =

Las igualdades pueden ser: identidades y ecuaciones.

e Una identidad es una igualdad entre dos expresiones algebraicas que es cierta
para cualquier valor de las variables que intervienen.

Las identidades sirven para transformar expresiones algebraicas en otras mas
cdmodas de manejar, en los procesos de desarrollo matematico.

Dos ejemplos de identidades podrian ser:
2x+2=2.(x+1) o x¥*+2x+1=(x+1)>
Y se verifican para cualquier valor que tome la variable x.
Six=1 = 2x+2=2.(x+1) =2 2(1)+2=2(1+1) = 0=0
Six=3 = 2x+2=2.(x+1) = 2(3)+2=2(3+1) = 88

» Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebraicas que solo es cierta
para algunos valores de las incognitas.

Los valores que hacen que la igualdad se verifique o0 que sea cierta, se denominan
solucion de la ecuacion.

Una ecuacién podra tener o no tener soluciéon. Cuando tiene solucion estas
dependen del grado de la ecuacion. Asi las ecuaciones de primer grado sélo
podran tener una solucién, las de segundo grado podran tener dos, asi
sucesivamente.

Ejemplos:
e 8 - . ..X
La ecuacion2x—1 = 3 X ©s una ecuacion que no tiene solucion, pues:
8 ‘ (7
2x— - 1 = 0.x =1 = no podremos encontrar un nimero que multiplicado por

ceronos de 1.

» 3 - S . - -
La ecuaciéon 2x — 1 = -x — 1 tiene infinitas soluciones, pues es una identidad.
4

g : : y
2x— P —1+ 1 = 0.x=0. Cualquier valor que le demos a x, verifica la ecuacion.

La ecuacion x-25 = 3x-5 tiene una sola solucién.

X -3x =-5425, -2x=20 > X = = = —10

-
<

En ecuaciones hablamos de términos de la ecuacién, queriendo hacer referencia a cada
uno de los lados de la igualdad.
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A su vez, cada término estard compuesto por igual o diferente nimero de miembros.

e o 8
\ 280 ) =< =%
“ 2
PRIMER TERMINO SEGUNDO TERME
2 miembros 1 miembro

En las ecuaciones, las letras o variables, representan a los valores de magnitudes
desconocidas. El grado de la ecuacion si recordamos, sera el que le dote el monomio
de mayor grado, que tenga como miembro dicha ecuacion.

Las ecuaciones que vamos a ver seran ecuaciones de primer grado con una sola
variable.

Ejercicio 16
Indica si la igualdad siguiente es identidad o ecuacion.
2(x+4) + 3x =5x + 8 es una

Ejercicio 17
Indica si la igualdad siguiente es identidad o ecuacion.
2(x+5) - 3x =x + 10 es una
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4.2) PROCEDIMIENTO PARA LA RESOLUCION DE ECUACIONES

Una ecuacién se comporta como una balanza en la que mediante pasos intermedios
realizados a través de identidades, que generan ecuaciones equivalentes a la de partida,
conseguimos dejar la variable aislada en uno de los términos, que en nuestro simil sera
un platillo de la balanza.

Las transformaciones que podemos hacer en una ecuacion para obtener otras
ecuaciones equivalentes son:

< Si alos dos miembros de una ecuacién se les suma o resta un mismo niimero se
obtiene una expresién equivalente.

=>Consecuencia: lo que estd sumando en un miembro de la ecuacién pasa al
otro miembro restando.

< Si se multiplican o dividen los dos miembros de una ecuacién por un mismos
nimero distinto de cero, se obtiene una ecuacién equivalente.

=>Consecuencia: lo que esti dividiendo en un miembro de la ecuadén pasaal
otro miembro multiplicando, y al contrario.

Veamos un ejemplo graficamente:

¢, Cuanto pesa X?

2x+3 7
— N
|/
—
2X4+3-3 F=3 2X 4 ,
W _ =4 \T/ S
B/ —

(2)().71— > . 4.-%— ~ c X 4
N}/ N\l /
“— —

Claramente la solucion es x = 4.
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Veamos otro ejemplo:
Qué solucion tiene la ecuacion: 20x-14-11x=8-6x+2

Agrupamos monomios semejantes en cada

20x-14-11x=8-6x+2 término de la ecuacién.
Agrupamos la variable en uno de los términos,
9x =10-6x sumando un mismo valor en cada uno de los
términos.
9x+6x=10-6x+6x Agrupamos monomios semejantes.
Dividimos cada término por el coeficiente que
15x=10 2 :
acompana a la variable.
1 1 Simplificamos.
15x.|— )= 10.| —
15 15
10 Que es la solucién buscada.
X =—
15

Las estrategias que seguiremos para resolver las ecuaciones seran las siguientes:

e Empezaremos quitando los denominadores de las ecuaciones si los hubiese,
multiplicando para ello todos los términos de la ecuacion por el m.c.m de los
denominadores o por un multiplo de este.

e Pondremos cada término o el numerador de la fraccidén entre paréntesis antes de
multiplicarlo por cualquier numero.

 Simplificamos las fracciones resultantes.

» Resolveremos los paréntesis con estrategias de dentro a fuera.

e Agruparemos monomios semejantes en cada término.

e Agruparemos las variables en un término y los datos en el otro término.

e Despejamos el coeficiente que multiplique a la variable y trasponemos términos si
fuese necesario.

Veamos algunos ejemplos:

a) Resolver la ecuacion: 2x-3=6+x
— Agrupamos las variables en un término. 2.x-x-3= 6+x-X = x-3=6
— Agrupamos monomios semejantes. X-3+3=6+3 =x=9

— Despejamos la variable. X=9
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b) Resuelve la siguiente ecuacion:
8x — (6x —9) + 3x — 2) = 4 — (7x — 8)
8x —1.(6x —9) +1.(3x— 2) = 4 —1.(7x — 8). )
— Resolvemos los paréntesis al aplicar la propiedad distributiva.
8x — 1.(6x) — 1.(-9) + 1.(3x) + 1.(-2) = 4 — 1.(7x) — 1.(-8)
8x—6x+9+3x—2=4—-7x+8 )
— Agrupamos monomios semejantes de cada término.
Sx+7=12—-7x

— Agrupamos las variables en un término.

Sx+7x=12-7 )
12x = 5
— Despejamos la variable.

5
X =—
12

c¢) Cuando nos encontramos fracciones quitamos denominadores, como en los ejemplos
siguientes:

oo =1 x=3
Resolver la ecuacién: SR 6

— Calculamos el m.c.(6,2) = 6 T /

— Multiplicamos todos los miembros de la ecuacién por 6. 6. (x—;l) — 6. (—) = 6.(6)

- Simplificamos las fracciones resultantes. (x —1) —3.(x — 3) = 6.(6)
— Desarrollamos paréntesis. x — 1 —3x+ 9 = 36
— Agrupamos monomios semejantes. —2x + 8 = 36

— Separamos variables y términos independientes. —2x = 36 — 8 = —2x = 28

28
— Despejamos la variable y calculamos su valor. X = = —14
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o, x+2
Resolver la ecuacién: X — 3 =6

— Calculamos el m.c.(1,3) = 3

— Multiplicamos todos los miembros de la ecuacién por 3. = 3.(x) — 3. (x_;—Z) = 3.(6)

(No olvidar poner paréntesis a todos los miembros de la ecuacién)
— Simplificamos las fracciones resultantes. = 3.(x) — (x + 2) = 3.(6)
- Desarrollamos paréntesis. 3.(X) —x — 2 = 18
— Agrupamos monomios semejantes. = —2x — 2 = 18

— Separamos variables y términos independientes. —2x = 18 + 2 = —2x = 20

20
— Despejamos la variable y calculamos su valor. x = = —-10

(Recordar que el coeficiente arrastra su signo)

Ejercicio 18
Resuelve la siguiente ecuacién:

B[y’
+
q
I

wli§
+
0

4.3) ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

En estas ecuaciones la variable se encuentra afecta por el operador absoluto, lo que
significa que:

x| _{ (-1).x si x es negativo (x<0)

RO x si es positivo (x>0)
Si recordamos el operador valor absoluto cuyo simbolo es “||* nos da el cardinal del
namero, sin tener en cuenta el signo. Por ello el valor absoluto de un nimero positivo

serd el mismo numero y el valor absoluto de un nimero negativos sera el mismo nimero
escrito en forma positiva.

Por ello para resolver una ecuacién con valor absoluto se tiene que si |x|=b , puede
ocurrir dos casos:

Caso 1: que x sea positivo de valor b, luego |x|=x=b
Caso 2: que x sea negativo x=-b, luego |x|=(-1).x=(-1).(-b)=b
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Por tanto al resolver una ecuacion con valor absoluto deberemos resolver los dos casos
planteados.

Veamos unos ejemplos.

a) Resuelve la ecuacion |6-3x|=9

Caso 1: que (6-3x) sea positivo, en cuyo caso resolvemos la ecuacion. (6-3x)=9
(6-309)=9 —3z=9-6; -3z=3 = z="5=-1
Caso 2: que (6-3x) sea negativo, en cuyo caso resolvemos la ecuacion. (-1).(6-3x)=9.
(-1).(6-32)=9; —6432x=9; 3z =9+46; 3z=15 = z= 13—5 =5

Luego x=-1y x=5, hacen que |6-3x|=9

b) Resuelve |3x-1|=2x+5

Caso 1: que (3x-1) sea positivo, en cuyo caso resolvemos la ecuacion, (3x-1)=2x+5
(3z-1)=2z+5; 3z-2z=541 = =56

Caso 2: que (3x-1) sea negativo, en cuyo caso resolvemos la ecuacion, (-1).(3x-
1)=2x+5.

(-1).(3z-1)=2z+5; -3z+1=-22=5; -3z-2zx=5-1; -br=4 = z= —%

Luego x=6 y x=-4/5 son soluciones de la ecuacién.

Ejercicio 19
Resuelva la ecuacion: |xT+3| =2
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4.4) RESOLUCION DE PROBLEMAS MEDIANTE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

La resolucion de problemas mediante métodos algebraicos conlleva traducir a lenguaje
algebraico la situacion que se nos plantea. Para ello es muy Util seguir los siguientes
pasos:

19) Identificar DATOS e INCOGNITAS.

2°) Asignar una letra (x, y, z...) a cada una de las incégnitas que tengamos.
39) Si hubiese mas de una incégnita, buscar la relacion que exista entre ellas.
4°) Establecer la relacion que hay entre las incognitas y los datos.

5°) Resolver la ecuacién resultante.

6°) Analizar la légica del resultado obtenido.

Vamos a ver algin ejemplo.

Maria tiene 20 anos menos que su madre. Dentro de 5 anos, Maria tendra la mitad
de afos que su madre. ¢ Qué edad tienen cada una actualmente?

1) Identificar DATOS e INCOGNITAS.
Incognitas:
La edad de madre e hija actualmente.
Los datos:

Los anos que tiene Maria menos que su madre o lo afios que su madre tiene
mas que Maria.

La relacién de anos entre madre e hija en el futuro cuando hayan transcurrido
cinco arnos. Que nos dice que la edad de la hija sera la mitad que la de la madre.

2) Asignar una letra (x, y, z...) a cada una de las incégnitas que tengamos.
Vamos a llamar x a la edad de Maria e y a la edad de su madre.

3) Si hubiese mas de una incégnita, buscar la relacion que exista entre ellas.

Como nos aparecen dos incégnitas y nosotros tenemos que poner una ecuacion con
una sola incégnita debemos buscar la relacién que hay entre la incégnitas x e y.

La relacion la encontramos sabiendo que las edades de madre e hija se diferencian
en 20 anos. Por tanto la relacion buscada podria ser: x=y-20

4) Establecer la relacion que hay entre las incégnitas y los datos.
Para este propésito una tabla como la siguiente nos puede ayudar.

Hoy Dentro de 5 afios.

Edad de Maria X x+5
Edad de sumadre. | y = y=20+x | y+5 - (20+x)+5
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5) Resolver la ecuacion resultante.

La primera columna ya la hemos utilizado para establecer la relacién entre x e y. Luego
ahora tendremos que utilizar la relacién entre los nimeros de la segunda columna.

0
45— (2 +2!J.‘)+5
Luego:
20 5 20 5
sts= G s )= o (B2 o ti0=2542

20—x=25-10 = Fortanto =15

Luego la edad de Maria es de 15 afios y la de su madre veinte afios mas, es decir, 35
anos.

6) Analizar la lI6gica del resultado obtenido.

El resultado no contradice la I6gica, la edad de la madre debe ser mayor que la edad
de la hija.

Ahora nos quedaria comprobar se cumple las dos premisas de la columna:
¢ es 35 igual a 15 mas veinte? Pues si.

¢es 15 mas 5 la mitad de 35 méas 5? Pues la respuesta es si. Por tanto damos como
bueno el resultado obtenido.

Ejercicio 20

Un automavil con velocidad constante de 21 m/s parte 5 segundos después que
un automovil, cuya velocidad es de 18 m/s, ¢ cuanto tiempo transcurrira para que
el segundo alcance al primero?

En este tipo de problemas que representa al movimiento rectilineo uniforme se
utilizan las siguientes relaciones entre los conceptos, velocidad, espacio y
tiempo:

Es también muy aconsejable la realizacion de un esquema que nos sirva de
orientacion y sobre el que se expliciten los datos y las incégnitas.
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5) AUTOEVALUACION

Ejercicio 21

¢ Como expresaria algebraicamente el siguiente enunciado?:
La suma de tres numeros enteros pares consecutivos.
6n+3=

n+(n+1)+(n+2)=

2n+(n+1)+(n+2)=

Ejercicio 22
Indica cual es el grado del siguiente monomio: -25 = -52

El monomio es de grado 2
El monomio no tiene grado
El monomio es de grado cero

Ejercicio 23

El producto de los siguientes monomios (4 a x*y3 - (x2y) - (3 a b?y?) es:
12 ab?x8y?

12 a2 b2x*y’

12 (ab)2x8y’

Ejercicio 24
¢ Cual de las siguientes expresiones representa a un polinomio?
X246X—1
2
X246X—1
2.7
Las dos respuestas anteriores son correctas.

Ejercicio 25

Dados los polinomios indicados, el valor de la siguiente ecuacion polinémica
R(x)+Q(x)-2.P(x)= sera:

P(x)=x4+2x2+1

Q(x)=2x4+2x3+2

R(x)=-2x3+4x2

S(x)= 2x3+x2+4

S(x)=0

Ninguna de las respuestas anteriores es correcta
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Ejercicio 26
Cuando dividimos el polinomio P(x)=x"+x°+2x+1 entre el polinomio
Q(x)=x*+3x%+5. Podemos afirmar que el grado de los polinomios: Dividendo,
divisor, Cociente y Resto, sera:
D=7; d=4; C=3; R=3
D=7; d=4; C=4; R=2
D=7; d=4; C=3; R=2

Ejercicio 27

¢Cual de los siguientes valores {3,1,0,-3} son raices del polinomio Q(m) = m*-
18.m2+ 81?

Son raices los valores {3,1,0,}
Son raices los valores {3,-3}
Son raices los valores {3,1,0,-3}

Ejercicio 28

¢ Cual es la solucion de la siguiente ecuacién de primer grado? 6(‘72_1)_(5”_2)

7 =6

La solucion es x=0
La soluciéon es x=31
La solucién es x=35

Ejercicio 29

Se reparte un lote de juguetes por igual entre 15 ninos presentes, pero llega un
nifio mas y hay que dar a cada uno un juguete menos, sobrando 11 juguetes.

¢Cuantos juguetes corresponden a cada nifio y cuantos habia en total?

Habia 75 juguetes en total y se repartieron 6
Habia 75 juguetes en total y se repartieron 5
Las dos respuestas anteriores son erréneas

Ejercicio 30
Si a un namero se le suma su doble y su triple resulta 90. ¢ Cual es el numero?

El nUmero seria 25
El niUmero seria el 14

Las dos respuestas anteriores son incorrectas
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Ejercicios resueltos

Ejercicio 1

Lenguaje Semantico
Un ndmero cualquiera
Un ndmero cualquiera aumentado en siete.
La diferencia de dos numeros cualesquiera.

El doble de un nimero excedido en cinco.

La divisibn de un numero entero entre su
precedente.

La mitad de un nimero.
El cuadrado de un nimero.

Las dos terceras partes de un nimero disminuido
en cinco es igual a 12.

Tres nimeros naturales consecutivos.
El cuadrado de un numero aumentado en siete.

Las tres quintas partes de un numero mas la mitad
de su consecutivo equivalen a 3.

El producto de un nimero positivo con su antecesor
equivale a 30.

El cubo de un numero mas el triple del cuadrado de
dicho numero.

Lo que excede 1500 del valor de X

Lenguaje Algebraico
X

X+7
f-g

2x+5

(x+1)/x

X/2

y2
(2x/3)-5=12

X, X +1, X +2

X2 +7

[(3x/5)+(x+1)/2]=3

X.(x =1) =30

x3 + 3x2

1500-x

Ejercicio 2

Determina el valor numérico de la expresion: x*.y2.z%; siendo x =4,y = 3,z =1/2.

Se sustituyen los respectivos valores de X, y, z y se efectian las operaciones indicadas

para obtener el valor numeérico de la expresion:

x4.y2_23 — 44_32-(%)3 _ (256).(9).(%)

2304
=T = 288
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Ejercicio 3
Cual es el valor numérico de la expresion algebraica:
572 2.2y ¥ _
37 5 taz—

Siendo el valor de las variables: x=2; y=1/4

Se sustituyen los respectivos valores de x, y, z se efectlan las operaciones indicadas
para obtener el valor numérico de la expresion:
1 1 4 (1 1
52 22y v 507 2O{4) () 90§ () 901 () g0
3 5 3z~ 3 5 3(2) 576 —3 576 —3

1
+34

o

Convertimos las fracciones en otras equivalentes con el mismo denominador, podemos
elegir como tal al mem(3,5,24)=120.

Por tanto, el valor numérico de la expresion es igual a: 781/120

Ejercicio 4
Completa la tabla.
Monomio Coeficiente Variable Grado
3.axy? 3 a,x,y 4
-5.2° ) z 3
-4x -4 X 1
x 3.y° | X,y 6
5 5 Cualquiera 0
Ejercicio 5
Indica cuales de los siguientes monomios son semejantes.
a) 2x° b) 4x* c) —6x° d) %.\'3
e) —2x f) —%\ﬂ g) %.\'3 h) —10x*
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Son semejantes:
e b,h

D *a,dg

e cfe
Son semejantes:
X e b,h
*a,dJg
e Cf

Son semejantes:

e b,hf
|:| e a,d,0

o cf

Ejercicio 6
Realiza las siguientes operaciones con monomios:

a) 2x3-7x3+x3 = 2x3-7x34+x3= 2x3-7x3+x3 = -4x3

4 4 8
by 373(-22)= 5(@h).(~20) =323
2 .0 TN 2 . Ty_1

c) 4,;6(5’: )= 4;;6(35 )—235

Ejercicio 7

Dada la siguiente expresion algebraica que representa a un polinomio, contesta a
las siguientes preguntas:
8x2-5x3+4x-6x2+2x-5

e Cuantos términos tiene.

e Cual es la variable sobre el que se construye:

e Grado:

¢ Cual es el Termino Independiente:

« Expresa el Polinomio Reducido:

* Nombra y escribe el Polinomio Ordenado:

e ¢Es un Polinomio Completo?

 Valor numérico del Polinomio cuando x=-1.

 ¢Hasta cuantas raices reales podria tener el polinomio?

¢ Cuantos términos tiene. Tiene seis monomios, luego seis términos.

¢ Cual es la variable sobre el que se El polinomio solo tiene una variable, que le hemos
construye: denominado x
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El grado del polinomio es 3, por ser este el grado del

¢ Grado: .
Grado mayor de los monomios que lo forman.

El término independiente es el 5, aquél monomio que
no esta explicita la variable, por estar esta elevada al
exponente cero, (x°)

e Cual es el Termino
Independiente:

Al agrupar los monomios semejantes la expresion
« Expresa el Polinomio Reducido:  algebraica quedaria como:
2x2-5x3+6x-5

e Nombra y escribe el Polinomio Podemos ponerle el nombre de Q y entonces diriamos:
Ordenado: Q(x)=-5x3+2x24+6X-5 =

Si porque tiene todos los grados desde el mayor 3

; i i ?
e ¢Es un Polinomio Completo* hasta el menor 0

Sustituyendo la variable y realizando las operaciones
indicadas obtendriamos que:

Q(x=-1)=-5x3+2X2+6X-5 = =-5(-1)3+2(-1)?+6(-1)-5 =-14

e Valor numeérico del Polinomio
cuando x=-1.

e Hasta cuantas vraices reales Como el polinomio es de grado 3 podria llegar a tener
podria tener el polinomio. hasta tres raices reales.

Ejercicio 8
Siendo:
Q(x) = (3x®—2x2 — 4x — 8)
P(x) = (x—2)
Sin realizar la division Q(x)/P(x) contesta estas preguntas:
a) ¢ De qué grado es el polinomio dividendo?
b) ¢ De qué grado es el polinomio divisor?
c) ¢ De qué grado sera el polinomio cociente?

a) ¢ De qué grado es el polinomio dividendo? El grado de Q(x) es 3.
b) ¢ De qué grado es el polinomio divisor?  El grado de P(x) es 1.

c) ¢ De qué grado sera el polinomio cociente? El polinomio cociente sera de grado 2
(3-1).
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Ejercicio 9
Siendo:
Q(x) = (3x®—2x2 — 4x — 8)
P(x) = (x-2)
Realiza la siguiente division Q(x)/ P(x) e indica si la divisién es exacta o inexacta.
Dividendo 3x3—2x2—-4x—-8 [ x-2 3x3 3,2
-3x3 +6x2 35 x | o
Dividendo parcial Ax%— 4x— 8 4x? f
= 4x o9
- 4x2+ 8x +4x X £ c
Dividendo parcial 4x—8 4x g 'g
-4x+4 | +4 x |~ 4 = O
Resto 0

Como el resto de la division es cero, la divisién es exacta.

Ejercicio 10 . 2
Deduce la identidad matematica de la siguiente expresion algebraica: (Q'a+3)

Nos encontramos ante un cuadrado perfecto, luego al aplicar la regla general
calcularemos:

. . 1 g _1 9
* El cuadrado del primer término: | 56/ =za
1
* El doble producto del primer término por el segundo: 2.(§'a).(3)

e El cuadrado del segundo término: (3)2=9

Se suman los términos resultantes y se obtiene:

(Ya+3)" = (3 +2.(50)(3)+32 = Ja2+3a+9

Ejercicio 11
Desarrolla (-2m-3n)3
Debes calcular:
— El cubo del primer término:
— El cubo del segundo término:
— El triple del cuadrado del primero por el segundo:
— El triple del primero por el cuadrado del segundo:

Finalmente, el desarrollo es:

(—2m—3n)3 = [(—2m)+(—3n)]3 = —-8.m3-27.n34+36.m2.n+54.m.n2
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Ejercicio 12
Realiza utilizando la regla de Ruffini la division del polinomio 2x3+3x-2 por el
binomio (x-3):

Colocamos los coeficientes del polinomio completo. Si falta alguno de los término es
porque su coeficiente es cero.

2 0 3 =2
3 6 18 63
2 6 21 61

cociente | resto |

Luego podriamos decir que:
2x3+3x-2 = (x-3). (2x2+6x+21)+61

Ejercicio 13
Aplicando el teorema del factor, determina cual es el valor del polinomio:
P(x)=3x3-7x2+3x-7, cuando x=-2.

Realizando la division por la regla de Ruffini, el valor de P(x=-2) sera el resto de la
division de P(x) por el binomio [x-(-2)]

3 =7 3 =7,
=2 -6 26 -58
3 =13 29 -65

cociente | resto |

Luego P(x=-2)=-65

Ejercicio 14
Comprueba utilizando el teorema del factor si el binomio (x-3) es un factor del
polinomio Q(x)=x3-3x2-4x+12

Si el binomio (x-3) es un factor del polinomio Q(x), significa que x=3 sera una raiz del
polinomio, por tanto el resto de la division por la regla de Ruffini sera cero.

1 =3 -4 12
3 3 0 -12
1 0 -4 0
cociente I resto |

Como el resto es cero, significa que x=3 es raiz del polinomio y por tanto (x-3) serd un
factor de dicho polinomio.
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Ejercicio 15
Factoriza el polinomio P(x)= x3-4x2+x+6 compuesto de raices enteras.

Factorizar un polinomio consiste en descomponerlo como producto de sus factores, es
decir, (x-raiz).

e como el coeficiente de mayor grado es uno, el polinomio no tendra raices fraccionarias.
¢ los nimeros candidatos a raices seran los divisores del término independiente.
Divisores del nUmero 6={+1,+2,+3,16}

Si utilizamos la regla de Ruffini tanteando dichos numeros buscando las divisiones de
resto cero nos quedaria:

1 4 1 6
1 ‘ 1 5 6 X=-1 esunaraiz.
1 5 6 0
1 5 6
Y ” 6 ) '
) ‘ - X=2 es unaraiz.
1 3 0
1 -3
= ‘ 3 X=3 esunaraiz.
1 0

Ejercicio 16
Indica si la igualdad siguiente es identidad o ecuacion.
2(x+4) + 3x =5x + 8 es una identidad

Le damos a x un valor cualquiera; por ejemplo x = 1 y lo sustituimos en la igualdad:

2(1+4) +3-1 =5-1 +8

225+3=5+8

13 = 13. Se cumple.
Probamos con otro valor; por ejemplo x = 2 y repitiendo el procedimiento debemos llegar
aque 18 = 18, que también es verdad. Asi pues debemos sospechar que estamos ante
una identidad.
Si operamos en el miembro de la izquierda vemos que nos sale:

2(x+4) + 3x =2x + 8 + 3x = 5x + 8,

gue es el miembro de la izquierda. Por tanto, la igualdad es cierta sea cual sea el valor
de x. Por tanto, la igualdad es una identidad.
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Ejercicio 17
Indica si la igualdad siguiente es identidad o ecuacion.
2(x+5) - 3x=x+ 10 es una ecuacion

Actuamos igual. Le damos un valor a una de las incognitas, por ejemplo, x = 1
2(1+5)-31=1+10
2:6-3=11
9=11

que en absoluto es verdad. Por tanto, como hemos encontrado un valor de x que no
cumple la igualdad, estamos ante una ecuacion.

Ejercicio 18
Resolver la siguiente ecuacion: 3%—*—7 = ZJ‘I?S"-—}-8

e Multiplicamos todos los miembros de la ecuacién por un mdultiplo de los
denominadores, 2 y 3. El m.c.m(2,3) podria ser uno adecuado.

No olvidar poner entre paréntesis los denominadores de cada término antes de
proceder a la multiplicacion.

652 16.(7)=652+ 6.8)

Simplificamos las fracciones eliminando de esa manera los denominadores.
3.(3z)+6.(7)=2.(4x)+ 6.(8)
o Desarrollamos paréntesis. 3= + 42= 8z + 48

e Agrupamos la variable en uno de los términos y los datos en el otro miembro de la
ecuacion.

9z + 42 —42 = 8z + 48-42
9x+42-42=8x+48-42 9x+42-42=8x+48-42
9x+42=8x+48 9x+42=8x+48
Sr = 8z + 48-42
9x=8x+48-42 9x=8x+48-42

9 — 8x = 8x — 8z + 48-42
9z — 8x = 48-42

Agrupamos monomios semejantes obteniendo la solucién. x=6
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Ejercicio 19
Resuelva la ecuacion: |"'%3| =9
Tendremos que resolver dos situaciones:
43 T4+3
T =2 —(T) =2
43
(%)=
3=2xX X+2X=-3
3x=-3
Solucion x= 3 Solucion x= -1
Ejercicio 20

Un automavil con velocidad constante de 21 m/s parte 5 segundos después que
un automovil, cuya velocidad es de 18 m/s, ¢ cuanto tiempo transcurrira para que
el segundo alcance al primero?

En este tipo de problemas que representa al movimiento rectilineo uniforme se
utilizan las siguientes relaciones entre los conceptos, velocidad, espacio y
tiempo:

Es también muy aconsejable la realizacion de un esquema que nos sirva de
orientacion y sobre el que se expliciten los datos y las incégnitas.
V1=18 m/s
47 1T I\

\'vf.(‘ ) @ (s
L] L
— S e

P (1+5) segundos —>

V2=21 m/s -

Pr— (1) segundos —}

¢ Qué tiene en comun las dos situaciones? Pues el punto de salida y el punto de
alcance, es decir, la distancia recorrida por cada coche es la misma.

Vi.t1=Va.t,

Pero el tiempo que tarda en llegar al punto de alcance el coche uno es cinco segundos
mas que el coche dos, luego:  ti=t2+5

"25up20 2p ojund

Resultando la siguiente ecuacion: Vi.(t2+5)=Va.t2
Sustituyendo los valores de las variables conocidas resulta: 18.( t2+5)= 21.t2
18.5+18.1=21.t2 = 90=21.12-18.12 = 90=3.t = Por
— 20 _
tanto £2= 3 = 30 segundos

Que sera el tiempo que tardara el segundo coche en dar alcance al primero.
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Ejercicio 21

¢ Como expresaria algebraicamente el siguiente enunciado?:
La suma de tres numeros enteros pares consecutivos.

X 6n+3=

n+(N+1)+(n+2)=

2n+(n+1)+(n+2)=

Ejercicio 22
Indica cual es el grado del siguiente monomio: -25 = -52

El monomio es de grado 2
El monomio no tiene grado
X  El monomio es de grado cero

Ejercicio 23

El producto de los siguientes monomios (4 a x*y? - (x2y) - (3 a b?y?) es:
12 ab?x8y?

X 12a%b?x*y’

12 (ab)2x8y’

Ejercicio 24
¢ Cual de las siguientes expresiones representa a un polinomio?

Y2 Y —
X AN +6JL 1
2
X246X—1
2.3
Las dos respuestas anteriores son correctas.
Ejercicio 25

Dados los polinomios indicados, el valor de la siguiente ecuacion polinémica
R(x)+Q(x)-2.P(x)= sera:

P(x)=x4+2x2+1

Q(x)=2x4+2x3+2

R(x)=-2x3+4x2

S(x)= 2x3+x2+4
X Sx)=0
Ninguna de las respuestas anteriores es correcta
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Ejercicio 26

Cuando dividimos el polinomio P(x)=x"+x°+2x+1 entre el polinomio
Q(x)=x*+3x%+5. Podemos afirmar que el grado de los polinomios: Dividendo,

divisor, Cociente y Resto, sera:

D=7; d=4; C=3; R=3

D=7; d=4; C=4; R=2

X | D=7;d=4; C=3; R=2

Ejercicio 27

¢ Cual de los siguientes valores {3,1,0,-3} son raices del polinomio Q(m) = m*-

18.m2+ 81?

Son raices los valores {3,1,0,}

X  Son raices los valores {3,-3}

Son raices los valores {3,1,0,-3}

Ejercicio 28

¢ Cual es la solucion de la siguiente ecuacion de primer grado?

6(:1‘—1)_(5:—2) _
5 =

3

La solucion es x=0

La solucion es x=31

X La solucion es x=35

Ejercicio 29

Se reparte un lote de juguetes por igual entre 15 ninos presentes, pero llega un
nifio mas y hay que dar a cada uno un juguete menos, sobrando 11 juguetes.

¢ Cuantos juguetes corresponden a cada nifio y cuantos habia en total?

Habia 75 juguetes en total y se repartieron 6

X | Habia 75 juguetes en total y se repartieron 5

Las dos respuestas anteriores son erréneas

Ejercicio 30

Si a un numero se le suma su doble y su triple resulta 90. ¢ Cual es el numero?

El nimero seria 25

El nimero seria el 14

X | Las dos respuestas anteriores son incorrectas

Pagina 42 de 42

6



